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Extended abstract

Introduction

The structure of spacetime at the Planck scale is unknown and represents
an open problem which is under active research. Noncommutative (NC)
spacetime emerged as a natural setting for capturing the essence of physi-
cal theories at very small distances. In [1] it was shown that the postulates
of general relativity together with Heisenberg uncertainty principle lead to
spacetime uncertainty at the Planck scale lpjapex, i.6. Az, Az, > l%lamk. The
description of spacetime as a continuum of points (a smooth manifold) is an
assumption no more justified at Planck scale. At this scale, it is then natural
to relax the assumption of smooth spacetime and conceive spacetime as dis-
cretized manifold, most naturally described by noncommuative spacetime.
This noncommutativity can be realized by promoting spacetime coordinates
x, into noncommuting operators Z,. The NC spacetime is also known to
emerge as a low energy limit of certain quantum gravity models [1; 2]. String
theory [3; 4] suggests that the spacetime at Planck length also leads to non-
commutative spacetime.

In NC spacetimes the Lorentz symmetry is broken in the usual sense.
Namely, the Lorentz algebra remains undeformed, its coalgebra changes, but
in a way that we still have the Hopf algebra of the starting symmetry group.
A particularly interesting example of a Hopf algebra is x-Poincaré algebra.
k-Poincaré algebra describes the underlying symmetry of the effective NC
quantum field theory that results from coupling quantum gravity to matter
fields after topological degrees of freedom of gravity are integrated out [5]. It
has been shown that the generic feature of field theories on NC spaces (both
for Moyal [6; 7], and k-Minkowski [8]) is that interactions are highly non-local
and non-linear leading to the so called UV/IR mixing, which is character-
ized by an interdependence between the high and low energy behavior [9; 10].

1X
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Deformations of Minkowski space

We will deal with xk-Minkowski spacetime [11; 12; 13]. x-Minkowski space-
time is a Lie algebraic deformation of Minkowski spacetime, where x is the
deformation parameter usually associated with quantum gravity scale. In-
vestigations trying to obtain bound on deformation parameter, supporting
this claim, were carried out in [14; 15; 16]. The symmetries of x-Minkowski
spacetime are encoded in the k-Poincaré-Hopf algebra. Generalized Poincaré
algebras related to k-Minkowski spacetime were considered in [17]. Construc-
tions of physical theories on k-Minkowski spacetime lead to new interesting
properties; such as, modification of particle statistics [25; 26; 28], deformed
Maxwell’s equations [30; 31}, and quantum gravity effects [32; 33]. Deforma-
tion of quantum mechanics and especially effects on hydrogen atom were also
considered [29]. The construction of QFT’s on xk-Minkowski space is of im-
mense importance and is still under investigation [34; 35; 36]. k-Minkowski
spacetime is also related to doubly-special (DSR) and deformed relativity
theories [37].

DSR theories are a set of models that provide a kinematical framework
for the description of particle dynamics where Planck length is incorporated
as a new fundamental invariant, along with the speed of light. The relativity
postulates are minimally reformulated in order to allow this new invariant. In
this fashion one avoids the necessity for singling out a preferred inertial frame,
so that the concept of observer independence is retained, with x-Minkowski
spacetime providing the coordinate background for putting DSR to test. In
due course some authors pointed towards certain inconsistencies and seeming
paradoxes which DSR theories inevitably carry with them [38]. The resolu-
tion of these problems was taken up in the recently proposed framework of
relative locality [39; 40; 41]. It relies on the concept of invariant phase space
and idea that the momentum space might be curved. x-Minkowski spacetime
(invariant under x-Poincaré algebra) was shown to emerge from the applica-
tion of this idea, and can thus be used as a background on which one might
develop implications of relative locality [42].

It is known that the deformations of the symmetry group can be real-
ized through the application of the Drinfeld twist on that symmetry group
[43; 44; 45]. The main virtue of the twist formulation is that the deformed
(twisted) symmetry algebra is the same as the original undeformed one and
the only thing that changes is the coalgebra structure which then leads to
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the same free field structure as the corresponding commutative field theory
[46]. The information about statistics is encoded in the R-matrix. In case
of k-Poincaré Hopf algebra, R-matrix can be expressed in terms of Poincaré
generators only, which implies that the states of any number of identical par-
ticles can be defined in a k-covariant way [18; 25].

One of the ideas presented by the group of Wess et al. [47; 59] is that the
symmetries of general relativity, i.e. the diffeomophisms, are considered as
the fundamental objects and are deformed using twist [48; 49]. Given a twist
J one can construct noncommutative star product. In this way, the algebra of
noncommutative functions, tensor fields, exterior forms and diffeomorphisms
is obtained. They also developed the notion of infinitesimal diffeomorphism
and the corresponding notion of deformed Lie algebra. The generalization of
the diffeormorphism symmetry is formulated in the language of Hopf alge-
bras, a setting suitable for studying quantization of Lie groups and algebras.
Physical applications of this approach are investigated in [50], and especially
for black holes in [51]. Our main motivation is to generalize the ideas of the
group of Wess et al. to the notion of the Hopf algebroid [22; 23; 24; 19] and
to construct both QFT and gravity in Hopf algebroid setting, which is more
general and it seems more natural since it deals with the whole phase space
[18].

There have been claims in the literature [52] stating that x-Poincaré-Hopf
algebra could not be obtained from twist that satisfies cocycle condition,
since k-Poincaré-Hopf algebra is a quantum deformation of Drinfeld-Jimbo
type corresponding to inhomogeneous r-matrix and that the universal R-
matrix for k-Poincaré-Hopf algebra is not known [53]. The Abelian twists
[13; 27; 26] and Jordanian twists [60] compatible with x-Minkowski space-
time were constructed, but the problem with these twists is that they can
not be expressed in terms of the Poincaré generators and the coalgebra runs
out into U(igl(4)) ® U(igl(4)).

In a recent paper [19] we have demonstrated that the key point for re-
solving these problems is to analyze the whole quantum phase space H and
its Hopf algebroid structure. We have used the Abelian twist, satisfying co-
cycle condition. This twist is not an element of k-Poincaré-Hopf algebra, but
an element of H ® H. By applying the twist to the Hopf algebroid struc-
ture of quantum phase space 3 we obtained the Hopf algebroid structure of
k-deformed phase space H. Moreover, this twist also provides the correct
Hopf algebra structure of k-Poincaré algebra when applied to the genera-
tors of rotation, boost and momenta. In [19] we have explicitly used the
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bicrossproduct basis (which corresponds to right ordering). In [18], authors
have used deformations of the Heisenberg algebra (quantum phase space) and
coalgebra by twist. They presented a type of tensor exchange identities and
show that the introduced coalgebra is compatible with them. Also, they give
coproducts for the Poincaré generators, proposing two new methods of cal-
culation. Finally, the exact form of the universal R-matrix for the deformed
Heisenberg algebra and especially k-Poincaré Hopf algebra is presented.

In this thesis we present the construction of the twist for arbitrary realiza-
tion and corresponding Hopf algebroid structure. A systematic, perturbative
method for calculating twist in arbitrary realization of k-deformed phase
space is elaborated. Here we are presenting the expression for the twist in
bicrossproduct basis. This twist satisfies the cocycle condition and we show
that this twist leads to correct x-Poincaré-Hopf algebra.

Furthermore, we show the relation between any two realizations via sim-
ilarity transformation and give a method for calculating twist in a given
realization, by using a twist in one particular realization and similarity trans-
formation. Therefore, it is clear that if one knows the twist operator in one
particular realization, using similarity transformation one can generate the
twist operator in any realization. All such twists satisfy the cocycle and nor-
malization conditions. Our general methods can be demonstrated on specific
examples [20], such as, left covariant, left noncovariant and natural realiza-
tion.

Equations of motion in noncommutative
spaces

In this thesis, we derive the geodesic equation on the k-spacetime, valid up
to first order in the deformation parameter. We use a generalization of Feyn-
man’s approach [68; 71; 76], in deriving the geodesic equation in k-spacetime.
It was shown that the homogeneous Maxwell’s equations can be derived by
starting with the Newtons force equation and the (assumed) commutators
between the coordinates and velocities [68], which has been generalized to
relativistic case in [71]. In [71], it was shown that the consistent interactions
possible for a relativistic particle are with scalar, vector and gravitational
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fields. Various aspects of Feynman’s approach have been studied in [62; 63].
This method has been generalized to Moyal space time in [64] and to k-
spacetime in [30; 31].

In [31], we have generalized the approach of [76] to k-spacetime, and de-
rived the x-deformed Maxwell’s equations and Lorentz equation, valid up to
first order in the deformation parameter-a and its classical limits were ob-
tained. We found that the modified Newton’s equation depends on velocities
and this effect can be interpreted as due to a background electromagnetic
field. In the case of deformed Lorentz equation, we have quadratic terms in
velocities (apart from the linear ones). These can be interpreted as due to
the curvature induced by the x-deformation of the spacetime. Similar feature
was shown in the case of Moyal spacetime in[100]. In [31], we have found
that the electrodynamics depends on the mass of the particle (apart from its
charge). We have also investigated the trajectory of the charged particle in
a constant electric field in x-spacetime, showing the effect of induced elec-
tromagnetic field and/or curvature. Thus it is natural to ask what happens
if we consider the motion of particle in k-spacetime with curvature. We take
up this issue of constructing the geodesic equation in this thesis.

Noncommutativity and physics of black holes

Study of black hole physics plays an important role in exploring various quan-
tum aspects of gravity. Even though black holes arose from the solutions of
classical general relativity, many insights on the problem of semiclassical or
quantum description of gravity were obtained from the study of field theories
in black hole backgrounds. In particular, the aspect of black hole entropy and
related thermodynamic properties [82; 83; 84; 85; 86] have been extensively
studied in various frameworks including string theory [95; 87|, loop quantum
gravity[88], conformal field theory [89; 90; 91| and some related approaches
[92; 93]. In the same spirit, there have been various attempts to construct
noncommutative theories of gravity, noncommutative black hole solutions
and noncommutative quantum cosmology [47; 94; 51; 96; 97; 98; 99; 100;
101; 102; 103]. In particular, it has been shown that the noncommutative
version of the BTZ black hole is described by a x-deformed algebra [32; 104].
Similar k-deformed algebras have been found in the noncommutative de-
scription of Kerr black holes [105] and certain noncommutative versions of
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cosmology [51]. It thus appears that there is a certain element of univer-
sality in the appearance of the x-deformed algebras, as they occur in the
noncommutative(NC) descriptions of various types of classical geometries.
It is therefore interesting to study the properties of black holes in the frame-
work of k-deformed noncommutative systems.

The r-deformed Minkowski spacetime is defined by the algebra
(2,2, = i(a,2y — a,T,).

Here, a, have dimensions of length and we choose ay = % =gqganda; =0
in the later part of this paper. Note that the rhs of x-algebra is not a con-
stant and is more general than that of the Moyal algebra. The symmetry
algebra of this spacetime is known as x-Poincaré-Hopf algebra [11]. Vari-
ous aspects of this Hopf algebra have been studied in [12; 54; 13]. Each
realization of the k-algebra leads to a star product which can be used to
construct the twisted coproduct, which ensures the invariance under twisted
diffeomorphisms. Klein-Gordon theory in the x-deformed spacetime was con-
structed [13; 36] and it was shown that the underlying Hopf algebra structure
leads to twisted statistics [26; 35]. The changes due to this twisted statistics
of Klein-Gordon field near the vicinity of black hole was analyzed in [28].
The modification to Unruh effect due to k-deformation of the spacetime was
studied in [65; 66]. Implication of the x deformation on electrodynamics
were investigated in [30; 31], and deformed geodesic equation was obtained
in [15]. In these papers, the approach adopted was to map the coordinates of
the rk-deformed spacetime to that of commutative spacetime and using this
map, functions of noncommutative coordinates were expressed in terms of
commutative coordinates and their derivatives, as a perturbative expansion
in powers of the deformation parameter. In these works, different realiza-
tions of mappings between noncommutative and commutative coordinates
were used. This was done by embedding the xk-Minkowski spacetime algebra
into Heisenberg algebra [19; 20]. In this thesis, we study the change in the
entropy of the BTZ black hole due to the k-deformation of the spacetime.
This is done by analyzing the s-deformed Klein-Gordon field theory in the
BTZ black hole background.

In [82; 83|, a parallel between properties of black holes and thermody-
namic variables in 3 4+ 1 dimensions were obtained. By analyzing quantum
field theory in the black hole background, Hawking showed that black holes
emit thermal radiation and further the area law of black holes was derived
[84]. Using these results and applying well known notions of quantum me-
chanics, 't Hooft had shown that there is a divergence in the allowed energy
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levels of a quantum mechanical particle near the black hole horizon. But the
gravitational effects close to the horizon of the black hole would modify the
particle wave functions near the vicinity of the horizon and thus it is possible
that these divergences would be removed. This had been modeled in [86] by
introducing the so called brick wall cut-off in the number of allowed energy
levels of the quantum field near the horizon of the black hole. This approach
of introducing a brick wall cut-off has also been employed in dimensions other
than 3+ 1 [106; 107], in order to calculate the thermodynamic quantities of
interest. It was shown that the cut-off depends only on the black hole horizon
in 3+ 1 dimensions while it depends on the mass of the black hole as well as
the mass of the quantum field in other dimensions [106]. It was also shown
that the divergence in the entropy per unit area of a Klein-Gordon field prop-
agating in the black hole background can be absorbed by renormalizing the
gravitational constant [108; 109].

In this thesis, we probe the geometry of a BTZ black hole by using a
r-deformed noncommutative scalar field as a simple probe. Using the real-
ization of the map used in [31; 15], we obtain the thermodynamic properties of
the BTZ black hole in k-deformed spacetime, by analyzing the x-deformed
Klein-Gordon field in the background of the BTZ black hole. Following
[110; 86], we calculate the entropy of the BTZ black hole in the x-deformed
spacetime by analyzing the x-deformed Klein-Gordon field theory near the
vicinity of the black hole horizon. Using the ideas developed in [13; 31; 15],
we first obtain the Klein-Gordon theory in the 2+ 1 dimensional xk-deformed
spacetime. Starting with the action of this model in the x-deformed BTZ
background, we calculate the free energy and entropy, semi-classically us-
ing the brick wall cut-off. We restrict our attention here only to the case
of non-rotating BTZ black hole. We start with the Klein-Gordon theory in
the r-deformed BTZ background, keeping terms up to leading order in the
deformation parameter. The corresponding action is shown to have higher
derivative terms. Using the methods of higher derivative theories, we obtain
the equations of motion for the scalar theory, which is valid up to the first
order in the deformation parameter. Using the WKB method, we then calcu-
late the energy eigenvalues of the scalar field quanta. Using this, we calculate
the free energy and entropy of the system where we use the brick wall cut-off.
We obtain the modification to the entropy due to the x-deformation, valid
up to first order in the deformation parameter a. This modification can be
interpreted as renormalization of Newton’s constant G. We also calculated
the corrections to the quasinormal modes independent of the WKB approx-
imation.
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Uvod

Struktura prostor-vremena na Planckovoj skali je jos uvijek nedovoljno poz-
nata i predstavlja otvoreni problem koji je dio aktivnih istrazivanja u teori-
jskoj i matematickoj fizici. Nekomutativni prostori su se pokazali kao prirodni
matematicki okvir za opisivanje fizikalnih teorija na vrlo malim skalama
duljine. Naime, pokazano je [1] da postulati opée teorije relativnosti, za-
jedno s Heisenbergovim principom neodredenosti vode na neodredenosti u
samom mjerenju koordinata polozaja. Dakle, opis prostor-vremena kontin-
uumom tocaka (glatka mnogostrukost) vise nije opravdan na vrlo malim
skalama duljine. Na tim skalama smo prisiljeni olabaviti pretpostavku o
glatkom i kontinuiranom prostor-vremenu i moramo poceti shvacati prostor-
vrijeme kao diskretiziranu mnogostrukost, prirodno opisanu kao nekomuta-
tivni prostor. Ova nekomutativnost se moze realizirati na nacin da uobicajene
komutirajuce koordinate polozaja promoviramo u nekomutativne operatore
polozaja. Naime, ova situacija je vrlo slicna uobicajenoj kvantnoj mehanici
gdje smo zbog Heisenbergovih relacija neodredenosti morali zamjeniti klasi¢ni
fazni prostor s Heisenbergovom algebrom. U prilog nekomutativnim pros-
torima ide i Cinjenica da je nekomutativni prostor nisko-energetski limes
odredenih modela kvantne gravitacije [1; 2] te se takoder pojavljuju i u teoriji
struna [3; 4].

U nekomutativnim prostorima, Lorentzova simetrija je slomljena. Naime,
Lorentzova algebra se nuzno ne mijenja, no koalgebarska struktura biva de-
formirana. Medutim, deformacija je jos uvijek opisana Hopfovom algebrom
relavantne grupe simetrija. Posebno zanimljiv primjer Hopfove algebre je
tzv. k-Poincaréova algebra. k-Poincaréova algebra opisuje simetrije efek-
tivnih nekomutativnih kvantnih teorija polja, ¢ije je nastajanje rezultiralo
vezanjem kvantne gravitacije i materije nakon Sto se prointegriraju grav-
itacijski topoloski stupnjevi slobode [5].

Posebno je interesantan tzv. sk-Minkowskijev prostor [11; 12; 13]. k-
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Minkowskijev prostor je deformacija Liejevog tipa uobicajenog prostora Min-
kowskog, gdje je k deformacijski parametar. Parametar x odrazava skalu
kvante gravitacije [14; 15]. Simetrije x-Minkowskijevog prostora opisane su
s k-Poincaré-Hopfovom algebrom. Generalizacije Poincaréovih algebri koje
vode na x-Minkowskijev prostor promatrane su u [17].

U nekomutativnim prostorima vise nemamo na raspolaganju standardne
matematicke alate kao Sto smo imali za glatke mnogostrukosti. Jedan od
nacina da se opise nekomutativni xk-Minkowskijev prostor jest da se on ulozi
u kvantni fazni prostor, tj. Heisenbergovu algebru H. To ulaganje zovemo re-
alizacija [13] i ona se zasniva na ¢injenici da je moguce izraziti nekomutativne
operatore polozaja 2 preko standardnih veli¢ina x i p koji generiraju Heisen-
bergovu algebru. Iako su poopcéene simetrija opisane formalizmom Hopfovih
algebri, zanimljivo je da Heisenbergova algebra ima strukturu Hopfovog alge-
broida [18; 19; 20; 21]. Zanimljivo je da se u matematickoj literaturi Hopfov
algebroid pojavljuje tek u zadnjih 15-tak godina [22; 23; 24|. Koristedi real-
izaciju i svojstva kvantnog faznog prostora moguce je formulirati i poopcéeni
operator zakretanja, x-produkt te reproducirati x-Poincaré-Hopfovu algebru.

Konstrukcija fizikalnih teorija na k-Minkowskijevom prostoru vodi na
zanimljiva nova svojstva. Na primjer, modifikacija cesticne statistike [25;
26; 28], nekomutativnu kvantnu mehaniku [29], deformirane Maxwellove jed-
nadzbe [30; 31] i efekte kvantne gravitacije [32; 33]. Formuliranje kvantne
teorije polja na kappa-Minkowski prostoru je podrucje od izrazitog interesa
i jos uvijek je predmet istrazivanja [34; 35; 36]. k-Minkowskijev prostor se
moze dovesti u vezu i s doubly-special relativnosti (DSR) te teorijama rela-
tivne lokalnosti [37].

Proucavanje fizike crnih rupa igra vaznu ulogu u istrazivanju kvantnih
aspekata gravitacije. Iako su crne rupe klasi¢na rjeSenja opce teorije rela-
tivnosti, mnogi uvidi u probleme poluklasi¢nog ili kvantnog opisa gravitacije
su dobiveni upravo promatranjem teorije polja u pozadinskoj geometriji crnih
rupa. Aspekti entropije crnih rupa i termodinamicki efekti [82; 83; 84; 85; 86|
su takoder proucavani unutar teorije struna [95; 87], ,loop“ kvantne grav-
itacije [88], konformalne teorije polja [89; 90; 91] i slicnih pristupa [92; 93].
Polazeci od sliénih principa, pokusaji konstruiranja nekomutativne teorije
gravitacije 1 nekomutativnih crnih rupa su istrazivani u[47; 94; 51; 96; 97; 98;
99; 100; 101; 102; 103].

Pokazuje se da je nekomutativna inacica BTZ crne rupe u potpunosti
opisana s k-deformiranom algebrom [32; 104]. Sli¢éno, k-deformirane algebre
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su se nasle i u opisu Kerrovih crnih rupa [105] te u nekim varijantama koz-
mologije [51]. Cini se da postoji odredena univerzalnost u x-deformiranim al-
gebrama, buduéi se one javljaju kao nekomutativne verzije razlicitih klasi¢nih
geometrija. Stoga je iznimno interesantno dalje proucavati svojstva crnih
rupa u okviru k-Minkowskijevog prostora.

Ovaj rad se moze podjeliti u tri glavna dijela:

1. Pripremiti matematicke alate i metode nekomutativnih prostora za per-
turbativni opis fizikalnih teorija na Plankovoj skali (posebice elektrod-
inamike i gravitacije).

2. Poopéiti ,,Feynmanov pristup® za x-Minkowskijev prostor do prvog
reda u deformacijskom parametru. Proucavati dinamiku cestica na
r-Minkowskijevom prostoru te naé¢i najnize nekomutativne korekcije
Lorentzovoj sili, Maxwellovim jednadzbama i geodetskoj jednadzbi.

3. Formulirati teoriju nekomutativnog skalarnog polja u pozadini BTZ
crne rupe te izracunati nekomutativne doprinose entropiji.

Ovdje se prva tocka temelji na rezultatima iz

e T. Juri¢, S. Meljanac and R. Strajn, “x-Poincare-Hopf algebra and
Hopf algebroid structure of phase space from twist”, Physics Letters A
377 (2013), pp. 2472-2476, arXiv:1303.0994 [hep-th]

e T. Jurié, S. Meljanac, R. Strajn, “Twists, realizations and Hopf alge-
broid structure of k-deformed phase space”, Int. J. Mod. Phys. A Vol.
29 (2014) 1450022.

e T.Jurié, D. Kovacevi¢ and S. Meljanac, “k-deformed phase space, Hopf
algebroid and twisting,” SIGMA 10 (2014), 106, 18, arXiv:1402.0397
[math-ph]

druga na rezultatima iz

e E. Harikumar, T. Jurié¢ and S. Meljanac, “Electrodynamics on k-
Minkowski space-time” , Phys. Rev. D 84, 085020 (2011), arXiv:1107.3936
[hep-th]

e E. Harikumar, T. Juri¢ and S. Meljanac, “Geodesic equation in k-
Minkowski spacetime,” | Phys. Rev. D 86,045002 (2012), arXiv:1203.1564
[hep-th]

a treéa na rezultatima iz
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e K. S. Gupta, E. Harikumar, T. Jurié, S. Meljanac and A. Samsarov,
“Effects of Noncommutativity on the Black Hole Entropy,” Adv. High
Energy Phys. Vol. 2014 (2014), Article ID 139172, arXiv:1312.5100
[hep-th]



Poglavlje 1

Deformacije Minkowskijevog
prostora

§ 1.1 k-deformirani fazni prostor

r-Minkowskijev prostor je generiran nekomutativnim koordinatama {z,}
(n=0,1,2,3) koje zadovoljavaju

(B 2] = By — By = i(audy — ayiy), (1.1)

gdje je a, deformacijski vektor, a mi ¢emo Cesto razmatrati poseban slucaj

—,

kada vrijedi a, = (ao,0). Definirati ¢emo realizaciju nekomutativnih koordi-
nata 2, preko komutativnih koordinata z, i impulsa p, kao

B = 20, (D). (1.2)

Komutativne koordinate x,, i impuls p, generiraju Heisenbergovu algebru H,
tj. kvantni fazni prostor te zadovoljavaju

[z, 2] = x,2, — 2,2, =0,
[pmpu] =PuPv — PPy = 0, (13)

[p;u 371/] =Puly — TPy = inuv 1,

gdje je n,, = dijag(+,—, —, —). Kvantni fazni prostor H je definiran kao
slobodna unitalna algebra generirana s x, i p,, podjeljena s idealom koji je
generiran relacijama (1.3). Za bazne elemente u H biramo normalno uredene
monome, tj. koordinate polozaja x, su uvijek lijevo u odnosu na impuls p,,,
pa mozemo simbolicki pisati H = A T, gdje je A unitalna komutativna

5
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algebra generirana s z,, a T je unitalna komutativna algebra generirana s
pu- H nema strukuturu Hopfove algebre (vidi Dodatak A), ve¢ strukturu
Hopfovog algebroida iznad bazne algebre A (vidi Dodatak B). Funkcije ¢, (p)
definirane u jednadzbi (1.2) moraju zadovoljavati

o

a900111 a «
3]9/3“ SOBU 8]75 QOB,LL = G, wo augo v* (14>

U limesu a,, — 0 imamo ¢®, — ¢9,. Jednadzba (1.4) ima beskonaéno mnogo
rjesenja. Za jedno dano rjesenje ¢, moguce je izgenerirati sva ostala pomocu
transformacija sliénosti (to ¢emo ilustrirati malo kasnije).

Postoji izomorfizam izmedu nekomutativne algebre f[, generirane s {Z,}
i algebre A,, generirane s {z,}, ali sa star mnozenjem x kao mnozenjem u
algebri. Star produkt izmedu dva elementa iz A,, tj. f(x) i g(z) je definiran
kao

fx)*g(x) = f(#)3(&) > 1, (1.5)
gdje su f(i) i (%) elementi A koji zadovoljavaju
f@)e1=fl), §(@)>1=g(x), (1.6)
a akcija > je definirana na sljede¢i nacin
rb (@) = 2,0 (2), puv fla) =i (17

Ovako definiran star produkt (1.5) je asocijativan za bilo koji izbor realizacije
©*,(p). Zbog postojanja izomorfizma izmedu Ai A, slijedi da je ¢, (p)
invertibilna (i obratno), tj. imamo gpo‘u(gp hx 5= 6%.

r-deformirani fazni prostor je generiran s &, i p, te ga ponekad zovemo i
deformirana Heisenbergova algebra i oznacavamo ga s H. Korisno je defini-
rati akciju® » : H — A gdje je, simbolicki, H=A J,a Aj je podalgebra od
H generirana s 2, dok je J takoder podalgebra od H generirana s pj,:

Ty g(2) = 2,9(2), pu»1=0, (18)

2w f(2)4(2) = 2, f(2)g(2) (1.9)

*Vidi [55].
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mozemo iscitati da je koprodukt Az, dan sa
A&, =3, ® 1. (1.10)

Vazno je napomenuti da H ima strukturu Hopfovog algebroida iznad bazne
algebre A (vidi Dodatak B i [19]).

Za bilo koji izbor realizacije @aﬂ(p) mozemo konstruirati pripadajuci ko-
produkt za z,, i p,, koristeéi Leibnizova pravila za p>(fxg) i x> (f+g) koja se
dobiju koristenjem svojstva hiho> f(x) = hi>(ho>f(x)), gdje hy, hy € H (vidi
[18]). Ova konstrukcija vodi do strukture Hopfovog algebroida [22; 23; 24].
Koprodukt Az, se moze dobiti i na sljedeci nacin

Aoy = Aldalp™),) = AlTDAGT, -
= (2%04 ® 1>A(()071)au = (JZVQDVQ ® 1)A(¢71)a,u'

Koprodukt za p, se moze naci koristeéif

eipfc > eiqz — 6iPu(P7Q)I“ (112)

i racunajuci star produkt izmedu dva ravna vala
. . . B
P 4 11" = PulpD)z” (1.13)

gdje je D,.(p,q) = P.(K~(p),q) i K(p) = P(p,0). Funkcija P, je jedinstveno
zadana izborom realizacije ¢, preko

dP,(Ap,q)

d\ =P (pua(P)a (114)

gdje je A realni parametar. Funkcija D,(p,q) odreduje pravilo zbrajanja u
impulsnom prostoru, D(p, q) = p @ ¢, iz kojeg slijedi i koprodukt za impuls,
D,(p®1,1®p) = Ap,. Koprodukt je jedinstveni matematicki objekt za
fiksnu deformaciju a,. Koprodukti u razlic¢itim realizacijama su povezani
pomocu transformacija slicnosti. Kada a, — 0 koprodukt A se svodi na Ay:

onulel@l’ AOpu :pu®1+1®pw (115)
gdje smo generirali klasu ekvivalencije u H ® H pomocu ideala

Jo = UL (Ro)(A ® 1)AgT, (1.16)

TVidi [36], [56] [57; 58].
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gdje su U4 (Ry) univerzalna omotacka algebra generirana s (Ry),, ali bez
jedini¢nog elementa i AgT = C[[Agp]] C T®T jeslika od Tu T®T. Elementi
Ry zadovoljavaju

[$u ® 17fR0] = 07 [Aopua RO] = Oa
[(Ro) s (Ro)w] = 0.
Posto se Heisenbergova algebra H{ moze shvatiti kao H = A T slijedi da je

AgH = U(Rp) (A1) A¢T /g = [(AR1)A¢T+J] /Iy algebra koja je izomorfna
sHidajeApA=(A®1+4+739)/Iyp = (AR A+Ty)/Iy algebra izomorfna s A.

(1.17)

Mozemo definirati kojedinicu €y na sljede¢i nacin, eg(h) = h>1 za svaki
h € H. Koprodukt Ay i kojedinica €, definiraju strukturu bialgebroida
kvantnog faznog prostora. Uvodenjem i antipoda Sy, Heisenbergova algebra
H ima strukturu Hopfovog algebroida (vidi Dodatak B).

1.1.1 Operator zakretanja

Postoji veza izmedu deformiranog koprodukta A i nedeformiranog Ay preko
bidiferencijalnog operatora zakretanja (eng. twist) F

Ah = FAhT, (1.18)
za svaki h € J{. Dakle,
Az, = FAox, T, Ap,=FAp, T (1.19)
Star produkt je sada dan sa

f(a)*g(z) =m.(f(z) ® g(x)) =m (T > (f@9)), (1.20)

gdje je m preslikavanje mnozenja definirano s m(hy ® hy) = hihy, a m, je
preslikavanje star mnozenja definirano s my(hy ® hs) = hy x ha, Yhy, he € H.
Primjetimo da se x-produkt ne mijenja ako napravimo zamjenu F~! — F~1 +
do, gdje je

Jo=U (RO)H K (1.21)

desni ideal sa svojstvom m(do > (f ® g)) = 0. Takoder je vazno za uociti
da f(z)g(z) = m(f ® g) = m.(Fr (f ® g)) se ne mijenja ako zamjenimo
F — F+ 7, gdje je J takoder desni ideal definiran s

7= U (R)H @ H = FJo, (1.22)
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gdjeje R, = F(Ro)F . Glavno svojstvo desnog ideala J je m.(J>(f®g)) = 0.
Za desne ideale Jq i J vrijede sljedeca svojstva

Jo(HR®H) =0do, IHH)=17,
J =595 ! = FJ,, (1.23)
ddo C d, Jdod C Jo.

Operator zakretanja mora zadovoljavati tri uvjeta:

1. uvjet kocikli¢nosti:
(F21)(Ae@ 1T = (12 F)(10 AT, (1.24)
FleoAe )T '=1F H(1eA)TF, (1.25)

2. uvjet normalizacije:

m(ep®1)F =1=m(l®e)TF, (1.26)

3. u limesu a, — 0 mora slijediti ¥ — 1 ® 1,

Moze se pokazati da je AH = U(R)(A @ 1)5AT/J algebra izomorfna s
Hedjesu A1) =FAQDNF1iT=F(Tp)F ! =U(R)(AR1)5AT.
Takoder vrijedi da je AA = F(AgA) F1 = ((A®1)5+7)/J algebra izomorfna
s A. Elementi R, zadovoljavaju

[Az,,R] =0, [Ap,,R] =0,

R, R =0 (1.27)

Za ideale Jg 1 J imamo

JoDoH = AgHTo = Jo,  IAK = AKHI =1,

(1.28)
190 CJ, oI C Jo.

Operator zakretanja & definiran u (1.18) je preslikavanje F : AgH — AH
i F € (H®H)/J, dok je inverz F~! preslikavanje F~1 1 AH — AgH i
F e (H®H)/Jo Stoga imamo Agh : AgH — A¢H i Ah: AH — AK.
Zakrenuta struktura kvantnog faznog prostora JH je takoder Hopfov alge-
broid, ali iznad bazne algebre fl, gdje su elementi iz A izvrijednjeni u nekoj
realizaciji (vidi Dodatak B).

Za danu realizaciju ¢, (p), jednadzbu (1.2) i pripadajuce koprodukte Az
i Ap, mozemo konstruirati operator zakretanja F koriste¢i perturbativne
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metode. Izrazimo Az i Ap kao formalni red u deformacijskom parametru
apg = a

Axr = Z Apr, Ap= Z App, (1.29)
k=0 k=0

gdje su Aoz i Agp dani u (1.15), a Agx, App x a*. Za operator zakretanja
imamo

F=el, =) H, (1.30)
k=1

gdje mozemo simbolicki pisati f; oc a¥apht!

(1.29) i (1.30) red po red, dobivamo
All’ = [fl, on]
1
Agz = [fa, Agx] + §[f17 [f1, Do]]

Bt = [fs, Bor] + 5 (U s Boal) + [ 1, Bt + [ s, [, Aol]

. Koristeéi (1.19) i usporedujuéi

Awt = [, Moz] + . + %[fl, )

(1.31)
i analogno za Ap,. Uocite da za Ajz i A;p dobivamo
a 1o 8 «
Az, = agr, [1® L ]“+ LAy :
aao 8@0 -0
9 a0= (1.32)
12
Alp/i:a’opa®|:au:| .
ap ap=0

Vazno je uociti da asocijativni x-produkt implicira uvjet kocikli¢nosti za
operator zakretanja F do na ideal J. Ovo je obrat tvrdnje iz [59], gdje je
pokazano da operator zakretanja koji zadovoljava kociklicni uvjet vodi na
asocijativni *-produkt.

U radovima [13] dana je eksplicitna formula za operator ¥~ preko Ap,,
koja daje asocijativni x-produkt

T =i exp (ira(A — Ag)p®) : € (H®KH)/J,, (1.33)

gdje : : oznacava normalno uredenje, tj. svi z -evi su nalijevo od p -ova.
Koristedi relaciju (Rg), = 2, ® 1 — 1 ® z,, = 0 moze se pokazati da F!
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zadovoljava sva tri uvjeta za operator zakretanja. Ovo je i pokazano u [26]
za beskonacnu klasu Abelovih operatora zakretanja. Lako je za vidjeti da
koristenjem (1.32) i (1.33) mozemo izracunati F~! u prvom redu po ag, za
proizvoljnu realizaciju

F'=1®1+iazps ® {&paﬁ} +O(a?). (1.34)
8@0 a0=0

Za razlicite koprodukte Az unutar dane klase ekvivalencije generirane s
R mozemo konstruirati familije razlicitih operatora zakretanja, no oni su svi
ekvivalentni nakon koristenja tenzorskih relacija R. Ove tenzorske relacije
se trebaju koristiti u razvoju operatora zakretanja red po red. Dakle, ovime
zakljucujemo da imamo dobro definiranu proceduru za racunanje F za danu
realizaciju .

§ 1.2 Teorija realizacija i transformacije
slicnosti

1.2.1 Kvantni fazni prostor

Razlicite realizacije odgovaraju razlicitim bazama Heisenbergove algebre.
Nedeformirana Heisenbergova algebra je matematicki okvir za opisivanje
kvantnog faznog prostora. Razlicite baze Heisenbergove algebre su povezane
kvantnim kanonskim transformacijama. Mi ¢emo promatrati poseban pod-
skup tih transformacija, koje zovemo transformacije slicnosti, a one povezuju
Heisenbergovu algebru ") generiranu s {x(l), p(l)} i Heisenbergovu algebru
H®? generiranu s {x@),p(z)} na sljedeci nacin:

2@ = §1Dz M [3@2)}*1 =z [p(2]"

@ _ g(12), (1) [g(12)]~" ?1 2) ' (1.35)
pp) =8W ) 8T = AL
1 obratno
1 _ e(2,1)..2 2.1 (2 2,1)1¢
mL) — g )wL) [5( )} = a:(()) [w( )] . (1.36)
1) _ e(2,1) (2 21)1-1 _ 4 (2.1 '
pL)_S( )PL)[S( )} :AL)
)

gdje su v i AT samo funkcije od p0, dok su 3D i AP samo funkcije

od p@. 812 je funkeija od 2 1 pi’, a 8 je funkcija od zP i piP.
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Jednadzbe (1.35) i (1.36) impliciraju

821 (p(2)) [5(1 2 (p >)]—1
2D (p?) = [yl 1>)r1 (1.37)
AZD ( ) — A@D (A(1,2) (p(l)))

Posto obje algebre {z"),pM} i {2, p®} generiraju nedeformiranu Heisen-

bergovu algebru, tj. jednadzba (1.3) za svaku od njih vrijedi, uz (1.35, 1.36)
slijedi

o oA 1 oAZY
v, = a(péll))v L, = 8(29?2))” (1.38)

Jednadzbe (1.35, 1.36, 1.37, 1.38 ) mozemo unificirati na sljedeéi nacin:

) = 80 [g(m)] = 20" [¢<m)}“# (1.39a)
p,(f) _ S(i’j)Pff) [gu,j)}*l — Afj»ﬂ (1.39Db)
[0, = W), 0, AR = ARG, (13%)
869 = 8 () pli)y — [g(j,i)]*l (29), pl) (1.39d)
W(i,j)rl — oA (1.39)

we (p@yv

gdje sui,j =1,211i# j. Za ove transformacije slicnosti 8 /) vrijedi 8@ =
exp(xOf)Z“), gdje je ¥ samo funkcija od p®. Nadalje imamo

0_1
pi) = pi) 4 2 5 S Gj=12andi# (1.40)
gdje je O = X
Bpa

>~

Nedeformirane Heisenbergove algebre H® i H? su izomorfne HM
H® . Mozemo definirati akcijet >(1) 1>(2) kao preslikavanja >y : HD - AD
i b H® — A® definirana sa

dPVeqy =2, 2 b 1=2D),
P D(l) 1=0, pPeel=0, (1.41)
)

fPray1=rf0 fWog1=f>,

tAlgebra AM) je generirana s x,(}), algebra A s xf).
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gdjesu fM = fW (M) i f@ = £@(22) redom elementi AM i A®). Mozemo
definirati star produkte *(j) i *(2) na sljedeci nacin

fPg@pqy 1= fU« (1.42a)

FOgW b 1= @ x4 g@ (1.42b)

koji su komutativni i asocijativni. Ako AL (p@) £ pi? (tj. A6 ima vise
potencije od p¥) tada su star produkti *(1) 1 *(2) nelokalni.

Za algebru H mozemo konstruirati koprodukt Agl), a za algebru H®?
koprodukt A(()Q), tj

APz =s@ @1, APPD =p @1+ 10 p0 (1.43)

gdje smo generirali klasu ekvivalencije u H® @ H® pomocu idela
39 = UL (RIYAD @ 1)APTO, (1.44)

gdje je .'RO = xL) ®1l-1® xL). Moze se pokazati da je

AP (A0) = (A9 @ 1+30) /90 = (A0 2. AD +90) 3 (1.45)
algebra izomorfna s algebrom A(i). Koristedi (1.39) i homomorfizam kopro-
dukta A (hihy) = AP (h) A (hy) za svaki hy, hy € HD slijedi

AW 20 = = (8U9) © §U)) Al (7) 2@ (869 @ §09)

u

. . (1.46)
A(() )pg) (S (4:4) ® 80 ) A(()J)pg) (S(w) ® 5(%]))

Takoder valja uociti i sljedece
AP D = Al (wg> W(i,j)}au) =AY (2)) A <W(w] ) #29) @
ADpO = A (86:0) A (p@) AY ([Sm}—l)
= AD (863 pli) @ Al <[S(i’j)}_1> + A (80:9) @ pi AY ({S(m)]—l)

#pu ®1+1®p(3)
(1.47)

gdje su i,j = 1,211 # j. Napomemmo da je koprodukt Ag Jedlnstvenl
matematicki obJekt idaje AO samo njegova realizacija u algebri H®. Posto
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su star-produkti (1.42) komutativni i asocijativni, slijedi da su Aél) i Aé2)
kokomutativni (1.48a) i koasocijativni (1.48b)

AS'h =10 AR 7 = AP, (1.48a)
(a2 1) Al = (10a0) AP, (1.48b)

za bilo koji h € HW, gdje je 7, flip operator definiram s 75 : hy ® hy +—
ho @ hy,Vhy, he € H®. Kokomutativnost koprodukta vodi na trivijalnu R-
matricu, tj. R =1® 1 (do na desni ideal Jy).

Veza izmedu koprodukata A(()l) i A(()2) definira bidiferencijalne operatore
zakretanja T2 F2 na sljededi nacin

APR =502 (An) [502) 7 (1.49a)
AR =50 (APR) [FE) (1.49b)

gdje su h € H® i F9) = F6I) (10 p@). Tz (1.49) dobivamo
F2 (1) ph)) = [F21] @@, p) (1.50)

ili zapisano na unificirani nacin
APR = F (AP [6]

1.51
Lo () ) (1.51)
(), p\))

F@D) (70 p0) = [569]”

gdjesui,j=1,211i+# j. Operatori T2 i FZ zadovoljavaju uvijete opera-
tora zakretanja, tj. zadovoljavaju uvjet kociklicnosti (1.24) i normalizacijski
uvjet (1.26). Star-produkt u (1.42) se moze definirati i preko operatora za-
kretanja

A %) g9 =m (g(j,i) >) 9@ g(i)) (1.52)

Uoc¢imo da vrijedi

«

2 = m (T99 b (2 © 1)) = 2 [pt9]°,

n

(1.53)
Za relacije fR(()l) i fR((]Q) slijedi

RY) = FENROFG) (1.54)
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Koprodukt i operator zakretanja mozemo shvatiti i kao preslikavanja

AV R APHD s AP HD

) ) 1.55
F(irg) Ag)j.((i) s A(()J)g_f(j) ( )

gdje je AV FHO = ((AU) ® DAPTO 4 :Jff)) /98 Koristedi (1.39, 1.43, 1.46,
1.49) mozemo povezati operator zakretanja F (03) s transformacijama sliénosti
8 (@)
A(()j)pﬁ) — ?(i’j)Ag)pS)fF(j’i)
= F9) (804) @ §li1)) A(()j)pg) (809 © 8G)) U (1 56)
(lijeva strana) = <A(()j)8(j’i)> A(()j)pff) (A(()j)S(i’j))

te usporedbom zadnje dvije linije slijedi
Fd) = AP g0 (869 @ 8(09)) . (1.57)

Ovime smo u potpunosti definirali sve veze izmedu Heisenbergovih algebri
H® {1 H®P te smo ilustrirali sve matematicke alate (koprodukt, operator
zakretanja, star-produkt) koji se obi¢no samo susreé¢u u nekomutativnom
slucaju.

1.2.2 k-deformirani fazni prostor i realizacije

Sada ¢emo analizirati realizacije nekomutativnog prostora (1.1) te ilustrirati
proceduru kako naci vezu izmedu operatora zakretanja (1.19) u raznim re-
alizacijama. Vidjeli smo da se nekomutatvine koordinate £ mogu realizirati
pomocu algebre H | ali i pomocu algebre H?). Za dvije razlicite realizacije
nekomutativnih koordinata mozemo pisati

&, =20 [spu)}au =2 [90(2)]au7 (1.58)

gdje su[p®] ap = o] au (p') samo funkeije od p®. Posto algebre {z(1), p('}
i {x(Q),p@)} generiraju nedeformiranu Heisenbergovu algebru, mozemo ih
povezati transformacijama sli¢nosti (1.35), pa dobivamo

[Sp(i)}aﬂ — [p)* [go(j)rﬂ (1.59)
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gdje sui,j = 1,214 # j. Sada mozemo uvesti novi operator zakretanja
”J"(i’*"(i)), na isti nac¢in kao i u (1.19). Operator zakretanja sada ovisi o real-
izaciji @ (p®). F@#") mozemo izracunati za danu realizaciju @ (p@) na
nacin koji je opisan u (1.29-1.31). Dakle, za svaki h € H® imamo

. ,L . . i 71
Ah = FaeIADR [ff(w >)}
(1.60)

~

S\ A i i o]t ; ;
f(x)g(iv)b(i)1=f()*¢<i)g()Zm([?(’@ )} D(i)(f()®9()))

gdje treba naglasiti da koprodukt A i star-produkt %) ovise o realizaciji @,
Sada mozemo nadéi vezu izmedu dva operatora zakretanja FLe) | F@e®),
Koristedi (1.35, 1.49, 1.60) slijedi

-1

A=) (APR) [F040)]

_ i) (”f(j’i) (Agj)h> rJr(z‘,j)> [g(i,so(i))} - (1.61)

-1

(lijeva strana) = Fle) (A(()j)h) [?(j’“"(j))}
pa usporedbom drugog i treceg retka slijedi
FGeD) _ glie®) g() (1.62)

Napomenimo da je kompozicija dvaju operatora zakretanja u (1.62) takoder
operator zakretanja. Posto je moguée 49 izraziti u potpunosti preko trans-
formacija slicnosti (1.56, 1.62), slijedi da ako imamo operator zakretanja u
jednoj realizaciji te znamo vezu izmedu dvije realizacije, onda je moguce di-
rektno nadi i operator zakretanja u novoj realizaciji. Ova procedura ilustrira
¢injenicu da ako postoji operator zakretanja u jednoj realizaciji i znamo vezu
s nekom drugom realizacijom pomocu transformacija slicnosti, tada postoji
operator zakretanja i u toj realizaciji te je dan s (1.62).

§ 1.3 x-Poincaré-Hopfova algebra, fazni
prostor i operator zakretanja

Do sada su postojali pokusaji da se dobije xk-Poincaré-Hopfova algebra pomocu
Drinfeldovog operatora zakretanja, medutim niti jedan od njih nije uspio u
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potpunosti. Postoje konstrukcije Abelovih operatora zakretanja [13; 26; 27] i
Jordanovih operatora zakretanja [60] koji su kompatibilni s k-Minkowskijevim
prostorom, medutim problem je Sto ovi operatori zakretanja nisu izrazeni
samo preko Poincaréovih generatora te se generirana koalgebra zatvara un-
utar U(igl(4)) ® U(igl(4)).

Ovdje ¢emo pokazati da je kljuéni korak koji treba napraviti kako bi se
ovi problemi rijesili jest taj da treba analizirati cijeli kvantni fazni prostor H i
njegovu Hopf algebroid strukturu. Korisiti ¢emo Abelov operator zakretanja
koji zadovoljava uvjet kociklicnosti. Ovaj operator zakretanja nije element
k-Poincaré-Hopfove algebre, veé je element iz H @ H. Primjenom ovog op-
eratora zakretanja na Hopf algebroid strukturu kvantnog faznog prostora H
dobiti ¢emo zakrenutu Hopf algebroid strukturu r-deformirane Heisenber-
gove algebre H. Nadalje, ovaj operator zakretanja ¢e dati i ispravnu Hopf
algebarsku strukturu x-Poincaréove algebre, kada ga primjenimo na genera-
tore rotacija, potisaka i impulsa, koje sada shvacamo kao elemente iz J.

1.3.1 k-Poincaré-Hopfova algebra u bicrossproduct
bazi

Za k-Poincaré-Hopfovu algebru U(P,) koja je generirana Lorentzovim gen-
eratorima M, i generatorima translacija p, imamo koprodukt A u tzv. bi-
crossproduct bazi [12]°

Apo=po®1+1Q@py, Api=p;i®1+e"" Qp;,
AMiO :MiO (=Y 1+ eoPo X MiO — Qopj & Mz’j7 AMZ] = Mij X 1+1 @ Mz’j
(1.63)

gdje je ag % deformacijski parametar, a k se moze interpretirati kao Planck-
ova masa ili skala kvantne gravitacije. Jednadzbe (1.63) opisuju koalgebarsku
strukturu x-Poincaré-Hopfove algebre te zajedno s antipodom S : U(P,) —
U(P,) i kojedinicom € : U(P,;) — C

E(pu) = E(M/W) =0,
S(po) = —po  S(pi) = —pie” "™, (1.64)
S(M;j) = —M;;  S(Myg) = —e“P° (Mo + agMy;p;)

$0vdje upuéujemo éitatelja da prvo prode kroz tekst u Dodatku A.
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¢ine potpunu strukturu k-Poincaré-Hopfove algebre. k-Poincaré-Hopfova al-
gebra U(P,) je generirana Lorentzovim generatorima M, i generatorima
translacija p,, gdje M, generiraju nedeformiranu Lorentzovu algebru,

[M;u/a M/\p] =—1 (nw\Mup = NuaxMyp — Mup My + nuvak) ) (1.65)
a p, zadovoljavaju
(P> pu] = 0. (1.66)
Nadalje, komutacijske relacije [M,,,, px] su deformirane na sljede¢i nacin
[Mij, pr] = i (0ixpj — kps) ,  [Mij, po] = 0,
1 —e2wpo g,
Mo, pe] = 0 | ———— — %2} 4 iaopipr, 1.67
[Mio, pr] k ( Sia 5 pz) + 1a0PiPrk (1.67)
[Mio, po] = ip; + iaopipo-
Uoc¢imo da u limesu ay — 0 slijedi A — Ay, S — Sy i k-deformirana
Poincaréova algebra (1.65-1.67) se reducira na nedeformiranu Poincaré-Hopfovu

algebru U(P).
Sjetimo se da je k-Minkowskijev prostor generiran deformiranim koordi-
natama {z,} koje zadovoljavaju
[T, %] = i(a,t, — a,Z,), (1.68)
tj. uz a, = (ao,0) imamo
lG5,8,] = 0, [0, 44] = iaods. (1.69)

Nekomutativne koordinate Z i impulsi p generiraju -deformiranu Heisen-
bergovu algebru .

U proslom smo poglavlju uveli akciju »: jf(i,p) > le(fv), gdje sad ek-
splicitno za elemente iz H imamo

T, » §(2) =2,9(z), p,w»1=0, Myuw»1=0

. . . . . . 1.70
Dy P Ty = 1My, Muu > Ty=—1 (771/,\56# - nu)\xzz) . ( )
Nadalje, koristenjem koprodukta (1.63), akcije (1.70) i identiteta

Gz, =m(AG(» ®1)(2, ® 1)), (1.71)

VG € U(P,), mozemo rekonstruirati komutacijske relacije [M,,,, )] i [py, Z,]:

[p(]? ‘%/JJ = ino,ua [pka jj,u] - an,u, - Z.a,upkv (172>
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[Mum j\j)\] =—1 (nu)\ju - nukiu + auMyA - CL,,MM)\) . (173)

Mozemo nadi i realizaciju za M,, i &, preko x, i p,, tj. smatramo ih kao
elemente u I, koji odgovaraju bicrossproduct bazi:

Ty = Ty, To = To — A0TkPk,

7P -1 a (1.74)
Mo = x; ( - —Opi) - (150 - aoxkpk:)pi, M;; = xipj — xpi,

gdjesul Z = e41 A = qgpy. Na ovaj nacin smo zapravo ulozili k-Poincaréovu
algebru (1.65-1.67) i k-Minkowskijev prostor (1.69) u kvantni fazni prostor H.

1.3.2 Kvantni fazni prostor i struktura Hopfovog
algebroida

Kvantni fazni prostor, tj. Heisenbergovu algebru H smo definirali s

[T, 0] = [Py, p0] = 0

[p,ua xu] = Z'Thw

(1.75)

gdje imamo akciju > : H(zx, p) — A(x), tako da za svaki element f(x) € A(x)
slijedi
of
z,> f(x) =z,f(x), p.>f(z) =l (1.76)
Poznato je da Heisenbergova algebra H nema strukturu Hopfove algebre.
Medutim, moguce je definirati strukturu Hopfovog algebroida pomoc¢u nede-
formiranog koprodukta Aj , kojedinice ¢ i antipode S, na sljedeéi nacin

Ay =p, @1 4+1®@p,, Ajr,=1,®1,
d(h)=hol, VheX, (1.77)
S(l)(pu) = —DPu S(,)(xu) =Ty

gdje smo generirali klasu ekvivalencije pomocu relacije (Ro) L =T,Q1-1®),
(za vise detalja vidi [18] i [21]). Antipoda S je antimultiplikativno preslika-
vanje, Sj : H — H te je generalizacija Sy u Hopfovoj algebri (vidi [22] i [24]).
Kojedinica € : H +— A je generalizacija ¢y u Hopfovoj algebri. Ako prim-
jenimo koprodukt Aj, kojedinicu ¢ i antipodu S| na generatore Poincaréove
algebre, dobijemo iste izraze kao u slu¢aju Hopfove algebre, tj. dobivamo Ay,
€o 159 koji zadovoljavaju aksiome Hopfove algebre.

9Za vige detalja vidi [13] i [61]
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1.3.3 k-deformirani fazni prostor i operator zakretanja

Definirajmo operator zakretanjal F
F = exp (—iA Q@ zyp) (1.78)

gdje je A = agpg. Ovaj operator zakretanja je Abelov i zadovoljava uvjet ko-
cikliénosti [26]. Primjenimo ga na Hopf algebroid strukturu kvantnog faznog
prostora H
A'h = FAhT
'‘hy=m{F ' eel)(gh)®1)} =hr»1 (1.79)
S'(h)=x SH(h) x* VYheXH
gdje imamo x ™! = m[(S), ® 1) F~1] = e~i@Pr | y = %Pk (primjetite da
u Hopfovom algebroidu vrijedi x # m[(1® S))F] ). Za generatore z, i p,
slijedi
App=po®@1+1@po=Apy Api=pi@1+e’ @p = Ap
Nrg=20R1+1Qapripr ANri=2;,®1
5/($u> =, El(pu) =0 (1.80)
S'(po) = —po = S(po) S'(pi) = —pie™" = S (1)
S'(20) = xo — apripr S (25) = wie?
gdje smo generirali klasu ekvivalencije pomocu relacija R, = F(Ro),F .
Vazno je napomenuti da primjenom koprodukta A’ i antipode S’ na genere-
tore k-Poincaréove algebre se svodi na uobicajene A i S koji zadovoljavaju

aksiome Hopfove algebre. Dakle, koprodukt A’, antipoda S’ i kojedinica €,
dani u (1.80), definiraju strukturu Hopfovog algebroida.

Nekomutativne koordinate & mozemo dobiti i pomocu operatora zakre-
tanja

B=m (T )(nel) =1 (1.81)

Zo=m (F'C®1)(z0® 1)) =0 — aozrps '

te je lako vidjeti da zadovoljavaju k-Minkowskijevu algebru (1.69). Primje-
timo da iz (1.80) slijedi
Ni,=2,01 €&,)=2,»1=17,

1.82
S'(&) = 24 e’ S'(zg) = o + aopri ( )

Ividi [13]
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sto definira Hopf algebroid strukturu x-deformirane Heisenbergove algebre .

1.3.4 k-Poincaré-Hopf algebra pomocu operatora
zakretanja

Realizacija Lorentzovih generatora M), pomoc¢u H je dana u (1.74). Koristenjem
(1.77) i homomorfizma koprodukta A{, mozemo izracunati

/ / / AR ag o PN
AyM;o = Ay Ay Tay 2Pk~ AyToAypi (1.83)

Primjetimo da imamo A{M;y # Mo ® 1 +1 ® M,;o. Nadalje, primjenom
operatora zakretanja JF dolazimo do deformiranog koprodukta
Z2 —1 ao

V.2 _A/A A/ )
2@0 2pk) YA ]

~wo 1) ( - BNGD) - (o DA

= 10 ® 1 + e?oro & MiO — QoPj X Mz] = AMZO

A,Mio = ?A/OMiof}d_l = A/ZEZ'A/ (

1.85

2&0

gdje smo u zadnjem retku iskoristili tenzorski identitet z; ® 1 = Z7! @ x;
koji slijedi iz relacije R;, [18]. Sli¢no, koriste¢i (1.80) i antihomomorfizam
antipode S, slijedi

S'(My;) = x Sp(My) x™ = S'(p;)S"(2:) — S'(pi)S'(25) = —Mi; = S(My)

y , _ (ZP—1 a
S'(Mio) = x Sp(Mio) x 125( “D;

- a2) Se) - SIS ()
= —€7a0p0 (MZO + CL()M”p]) = S(M,L )

2@0 2

(1.86)

Dakle, primjena operatora zakretanja &, definiranog u (1.78), na generatore
r-Poincaréove algebre, koje smo ulozili u fazni prostor, vodi na ispravnu Hopf
algebarsku strukturu x-Poincaréove algebre definirane u (1.63-1.67).
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Poglavlje 2

Jednadzbe gibanja u
nekomutativnim prostorima

§ 2.1 Feynmanov pristup

R. P. Feynman je 1948. pokazao kolegi F. J. Dysonu [67] svoj izvod Maxwellovih
jednadzbi. Feynman je polazec¢i od komutacijskih relacija izmedu koordinata
polozaja i brzine nerelativisticke ¢estice dosao do Lorentzove sile i homogenih
Maxwellovih jednadzbi. Taj rad nikad nije objavio. Dyson je nakon njegove
smrti objavio Feynmanov dokaz [68] i tako je zahvaljujuéi njemu taj zanimljiv
Feynmanov rad postao dostupan i nama. Otada je u literaturi otvorena
rasprava o Feynmanovom pristupu bazdarnim teorijama i gravitaciji. Feyn-
man je trazio najopcéenitiji moguéi oblik za silu, namecéuéi samo Heisenber-
gove komutacijske relacije na koordinate polozaja i brzine nerelativisticke
cestice koja se giba u skladu s Newtonovim zakonom i dosao do rezultata
da mora postojati elektricno i magnetsko polje koja zadovoljavaju homo-
gene Maxwellove jednadzbe te silu u formi dobro poznate nam Lorentzove
sile. Feynmanov izvod je matematicki rigorozan, ali relativisticka kovarijant-
nost nije u njemu manifestna. To je ponukalo S. Tanimuru [71] da napravi
poopéenje Feynmanove procedure na specijalnu i op¢u teoriju relativnosti.
Vidjet ¢emo da ta procedura na kraju vodi na zakljucak da je najopcenitija
sila koja moze djelovati na cesticu elektromagnetska i gravitacijska sila. Ono
Sto je fascinantno je da u Feynmanovom pristupu nema lagranzijana, hamil-
tonijana niti varijacionog principa, a ipak kao rezultat daje Lorentzovu silu
kao najopcéenitiju formu sile u kojoj se pojavljuju polja koja moraju zadovol-
javati homogene Maxwellove jednadzbe. Moguce je formulirati Feynmanov

23
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pristup u slu¢aju ne-Abelove teorije, sto vodi na tzv. Wongove jednadzbe,
koje predstavljaju poopcéenje Lorentzove sile zbog djelovanja ne-Abelovog
bazdarnog polja. Tako je, na neki nacin, objedinjene sve sile unutar jednog
pristupa. Nakon §to smo razmotrili sve posljedice Feynmanova pristupa i
zakljucili da kao rezultat dobivamo "staru” fiziku, pokusat ¢emo ilustrirati
kako bi se s ovom novom metodom mogla otkrivati "nova” fizika. Naravno,
generalizirati ¢emo Feynamanov pristup za opis nekomutativnih efekata u
elektrodinamici i gravitaciji.

2.1.1 Relativisticko poopc¢enje Feynmanovog izvoda

Primjena na specijalnu relativnost

Sada ¢emo poopciti Feynmanov pristup u smislu specijalne teorije rela-
tivnosti. Ideja je krenuti od Lorentz invarijantnih pretpostavki i primjeniti
analognu analizu kao i u [71].

Polazimo od sljedec¢ih pretpostavki:

o Cestica se giba u d-dimenzionalnom prostoru Minkowskog, s koordi-
natom polozaja x,(7) (# =0,1,2,...d — 1), gdje je 7 parametar.

e Brzina cestice #,(7) i koordinate polozaja x,(7) zadovoljavaju sljedece
komutacijske relacije:

[2,(7), 2, (T)] = 0, (2.1)
[2(7), &, (7)] = —gmu, (2.2)

gdje tockica oznacava derivaciju po parametru 7, a 7),, je metrika
Minkowskog, dana s 7, = dijag(+1, —1,... — 1)

e Cestica zadovoljava jednadzbu gibanja:

F(z,2&,7) = mi,(T). (2.3)

Dizanje i spustanje tenzorskih indeksa je kompatibilno s operatorskim pro-
duktom i provodi se pomocu tenzora 7, i n*”. Na primjer, velic¢ine s indek-
sima gore & i T" su definirane kao

P = e, (2.4)

™" = gt T,p, (2.5)
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pa se tako (2.2) svodi na

(), ()] = — o6t (2.

Deriviramo li (2.2) po 7 i iskoristimo (2.3) dobivamo

[2,,(7), Fo(7)] = mla (7)), £,(7)]. (2.7)
Desna strana je po strukturi antisimetricna u indeksima p i v pa mozemo
definirati opc¢eniti antisimetrican tenzor F,, = —F,,, tako da vrijedi
L _ih
mld,, ] = —[z,, F,| = _EF’W' (2.8)

Antisimetriéni tenzor F),,(x,&,7) je opéenito funkcija od x, © i 7. Promot-
rimo Jacobijev identitet za xy, @, 1 &,

[, [y )] + [Bp, [F0, 2A)] + (20, [22, 3] = 0. (2.9)
U (2.9) uvrstimo (2.7) i iskoristimo (2.2), pa dobivamo
[zx, Flw] = 0. (2.10)
Zbog (2.1) i (2.2) za opcu funkciju f(z, &, 7) vrijede
oy

[%H,f(ﬁ,ét,T)] = E@x'“’ (211)
. ih Of
[, f(2,7)] = o (2.12)
pa slijedi da F},, ne ovisi o brzini z, tj.
m2
Fo(x,7) = ———[&,, & (2.13)
g
Iz Jacobijevog identiteta za @, @, i @,
[x'/u [j:wj:p]] + [i’u; [x'pvj"u“ + [ipv [j7u7j5V]] =0 (2-14>
i relacije (2.13), slijedi
T2 ([, Fvp] + [, Fpu] + [0, Fru]) = 0, (2.15)

Sto zbog

. g
[:C,uv Fl/ ] = EauFup (216)
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vodi na jednadzbu za tenzor Figz
oF,, +0,F,, +0,F, =0. (2.17)

Relacija (2.17) je homogena Maxwellova jednadzba u kovarijantnom obliku
te kao takva u sebi sadrzi dvije uobic¢ajene homogene Maxwellove jednadzbe,

jer definiramo B B
Fii = _¢ikpk, (2.18)

F% = —F", (2.19)

gdje su 4, j, i k prostorni indeksi. Zbog (2.16) F,, se moze jednoznacno
napisati pomocu 4-potencijala A, (x) u obliku

Fo = 0,4, — 0,A,, (2.20)

i opet imamo slobodu odabira bazdarenja. Vratimo li se sad na relaciju (2.8)
i primjenimo (2.11) nalazimo

thOF, 1h
F=_v e 2.21
2 B moir  m " (221)
Integracijom (2.21) preko @* dobivamo
F(x,,7) = — (F(z,7)i") + G,(x, T), (2.22)

gdje smo iskoristili Weylovo uredenje i uveli G, (z, 7) kao proizvoljnu funkciju
od x i 7. Preimenovanjem indeksa dobivamo konacan izraz za silu:

Fu(w,i,7) = Gu(z,7) + (Fu(w, 7)i") . (2.23)

Kao §to vidimo, sila je (do na vektor G,) Lorentzova. Pokazimo sada da
funkcija G, (z, 7) nije sasvim proizvoljna. Uzmemo li (2.22) kao definiciju od
Gu(z,7), tj.

Gulz,7)=F,(z,2,7) — (F(z,7)5"), (2.24)

i izracunamo komutator brzine ¢, i G, (z, 7), slijedi
[, Go] = [, Bo] = ([G, Fupid?]) - (2.25)
Dalje, koristenjem (2.3) nalazimo
s Gl = s ) — (i Pusli?) — (Fuplitn, ), (2.26)
pa uvrstavanjem (2.12) i (2.6) slijedi
ih

. - . ih
[, Go] = mlay, &) — m (0uFypi”) + WFVPFMP'

(2.27)
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Promotrimo sada izraz [t,,G,] — [%,,G,]. Na osnovu (2.27), slijedi

[[l‘f#, G,/] - [:tV?GH] =
. o ih . oy . I
= m[t,, &,] — m[t,, 2] — m (Oubrpd” — Oy Fup®) + m? <FVpF”’p - FMpFVp)
d.. ., ih ;
= mﬂ[fuy iy — m ((OuFp = OuFyp) 27)
ih d ih ;
== Fw = {(OuFyp = OuFyp) 7)
ih

T ((OpFu + 0uFp + 0, F,,) i) = 0,

(2.28)

gdje smo u drugom redu prva dva clana skupili pod totalnu derivaciju po 7,
a zadnja dva pokratili. Zatim smo iskoristili (2.13) te naposljetku i (2.16).
Koristenjem (2.12) i (2.27) dobivamo

0,G, — 9,G,, =0, (2.29)

odavde slijedi da se G, (x, T) opéenito moze napisati pomocu skalarne funkcije
kao

Gu(z,7) = Opp(x, 7). (2.30)

Na kraju, sumirajmo dobivene rezultate. Za generalni oblik sile imamo
Fz,,7) = Guz,7) + (F(x,7)T"), (2.31)
gdje polje F},, zadovoljava homogenu Maxwellovu jednadzbu
oF,p +0,F,, + 0,F,, =0, (2.32)

pa automatski vrijedi
F. =0,A, —0,A,. (2.33)

Sto se vektorske funkcije tice, postoji ograni¢enje
o.G, —0,G, =0, (2.34)
odavde slijedi da se ovo moze zapisati kao

Gu(z, 1) = Opp(x, 7). (2.35)
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Dobiveni rezultati su nam relativisticki invarijantni i dani su u sustavu ¢ = 1.
Tenzor F),, identificiramo s elektromagnetskim tenzorom u koji je ve¢ apsor-
biran naboj cestice q te zadovoljava homogenu Maxwellovu jednadzbu, a
nehomogena se uzima kao definicija struje. Zbog antisimetri¢nosti tenzora
F,, struja je sacuvana. Kako G, ima ogranicenje da mora biti 4-gradijent
skalarnog potencijala ¢, mozemo ga interpretirati kao opceniti izraz za van-
jsku silu kada je naboj cestice nula te vidimo da u nerelativistickom limesu
prelazi u gradijent skalarnog polja, a to je opéeniti oblik drugog Newtonovog
zakona za vanjsku silu F = —VV (z). Dakle, za silu smo dobili Lorentzovu
silu plus vanjska sila oblika 4-gradijent skalarnog potencijala. Zakljucak je
da na relativisticku cesticu moze djelovati samo skalarno i elektromagnetsko
polje.

Primjena na opcu relativnost

U proslom odjeljku pokazali smo da na relativisticku ¢esticu moze djelo-
vati samo skalarno i elektromagnetno polje. Sto je s gravitacijom? Kako nju
ukljuciti? Ideja se sastoji u sljede¢em. Posluzit ¢emo se postulatom opceg
kovarijantnog prijepisa, to jest rezultat iz proslog odjeljka ¢emo shvatiti kao
rezultat u odsustvu gravitacije, u lokalnom, ravnom, Lorentzovom sustavu i
jer je u kovarijantnom zapisu, po postulatu opéeg kovarijantnog prijepisa sve
sto treba napraviti jest zamjeniti ravnu metriku Minkowskog 7, s opCenitom

metrikom g, (z). Dakle, samo ¢emo pretpostavku [z, ,] = — Ly, zamjen-
iti s [z,,4,] = —;—nh’glw(x) i primjeniti Feynmanov pristup. Pokazuje se da

ovaj postupak vodi na ocekivani rezultat. Dakle, kre¢emo s analognim pret-
postavkama:

e Cestica se giba u d-dimenzionalnom prostor-vremenu s koordinatom
polozaja x,(7) (1 =0,1,2,...d — 1), gdje je T parametar.

e Brzina Cestice #,(7) i koordinate polozaja z,(7) zadovoljavaju sljedece

komutacijske relacije
[2(7), 2 ()] = 0, (2.36)

. th
[2(7), 2(T)] = —— gy (2), (2.37)
gdje tockica oznacava derivaciju po parametru 7, a g, () je metrika
prostor vremena i kao takva je regularna i simetri¢cna u indeksima p i
V.

e Cestica zadovoljava jednadzbu gibanja:

F(x,%,7) = m&,(7). (2.38)
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Prije nego sto krenemo u sam izvod treba razrijesiti pitanje dizanja i spustanja
tenzorskih indeksa opéenitih operatora pomocu metrickog tenzora g, (z),
koji viSe nije komutativan operator. Definiramo spustanje indeksa od z*
pomocéu Weylovog uredenja [72] na sljedeéi nacin

&, = (gut”), (2.39)

dok za opéeniti tenzor T"”(x) imamo uobicajenu vezu
Top(%) = guagus T (2). (2.40)

Koristedi (2.36) i (2.37) nalazimo korisne formule

o 7)) = 0, () = 2 2L 2.1
S = Sy = 5L 2.49)
[z, f(z, 2)] = —ggy. (2.43)

Sada zapocinjemo izvod na analogan nacin kao i u proslom odjeljku. Derivi-
ramo (2.37) po 7 i koristimo (2.38)

g .
M) + [, B = —h=2 = —if (9,9,,3") (2.44)
T

Definiramo antisimetri¢ni tenzor W, relacijom

m2

WMV = _E['T/mxy] (245)

Polazeci od Jacobijevog identiteta za xy, @, i @,
[z, [T, ] + [Ty, [T0, ] + [E0, (22, T,]] = 0. (2.46)
Upotrebom relacija (2.45), (2.37) i (2.41) dobivamo

[, WMV] =m ([ng ] + [i'u’ In))

2.47
= —ih (augku - 8ug)w) 5 ( )

Dakle, vidimo da nam W, nije samo funkcija od x veé¢ je Wy, (z,2). U tu
svrhu zgodno je definirati tenzor F),, kao

Bl =Wy, —m <(aug>\u — 9ugrv) x"\> , (2.48)
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jer sada vrijedi
[zy, F] =0, (2.49)

a zbog (2.43) F),, je samo funkcija od z, tj. F,,(x). UvrStavanjem (2.48) u
(2.44) dobivamo

th . .
[$u7 Fu] = EF,LLV + ih <(aug)\u - aug)\u - a)\g;w) ZE>\> . (250)

U drugom ¢lanu na desnoj strani prepoznajemo Christoffelov simbol Ty,
koji je definiran kao

1
FV)\,u - _5 (aug/\u + a/\g;w - 8l/g)\lt) . (251>
Konacno, dobivamo
ih . »
(24, )] = —F + 2ih (D587 . (2.52)
m

Zbog ¢injenice da su F, iI',,, samo funkcije od x i zbog (2.43), mozemo
relaciju (2.52) integrirati po @* i dobiti izraz za silu

F, = (F,,i") — m (T, d*") + Gy (). (2.53)

Prvi ¢lan je Lorentzovog tipa, a zadnji je za sada proizvoljna vektorska
funkcija od x. Nesto kasnije ¢emo pokazati da oni zadrzavaju istu inter-
pretaciju kao i u slucaju prostora Minkowskog. Kako interpretirati drugi
¢lan? Sjetimo se kako izgleda jednadzba gibanja za cesticu u opcoj teoriji
relativnosti [75]. Tamo je sila gravitacije svedena na zakrivljenost prostor-
vremena, pa je gibanje cestice u gravitacijskom polju zapravo gibanje slo-
bodne cestice po geodeziku. To gibanje je opisano geodetskom jednadzbom

e (2.54)

Sto je upravo drugi ¢lan u (2.53). Dakle, drugi ¢lan je doprinos sili od za-
krivljenosti prostor-vremena, odnosno gravitacija!

Sada ¢emo pokazati da F), i G, zadovoljavaju iste jednadzbe kao i u
specijalnom sluc¢aju. U tu svrhu promotrimo identitet

2 m2
) = ——-(g™¢,) (™) (2.55)
= <gaugﬁywuu> —-—m <aagﬁyx.u - aﬁga“x'l» )
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pomoc¢u kojeg uz (2.48) mozemo napisati
Fob — gaugﬁvoj
m2 (2.56)

- —E[a}a,:’vﬁ].

Upotrebom Jacobijeve relacije za &, ¥ i @ te relacija (2.56) i (2.42) dobi-
vamo

OHFYP 4+ OV FP* + OPFH = (), (2.57)

Sto je homogena Maxwellova jednadzba, pa sad s pravom mozemo rec¢i da je

F,, tenzor elektromagnetskog polja.

Ako sada uzmemo (2.53) kao definiciju od G, koristenjem identiteta
(9" Fo) = m () + m (g"*0,gasi’ i), (2.58)

dobivamo |
G" =m(z") + o™ (0" gapi®i”y — (F"*gapi”) . (2.59)

Dalje, na osnovu (2.59), (2.43) i (2.56) mozemo pisati
[, G"] =
T ih v a3 ih ” a:p .o
= mlit @ ]+§<3“8 Gapt®i’) — 2—<8 Gap (FP3” + 2 FHF))
m
ih ih
_ M va -8 Y rva B
(0" (F"gas) #7) + —5F""gagF (2.60)
e R v ey o, o
= m[i! & ]+§<8“8 Gapt®d’)y — — (0" gag - F*i")
m
ih va ih va . ih va
- (0Vgap - FYi7) — - (OMF"™ - gopi®) + ﬁF Jap "
Sada, promotrimo izraz
[zh, G¥] — [2¥,G!] =

=m ([#",i"] — [2¥, i"]) — g ((O"F"™ — 9" F"*) gopi”)

d . ‘v vo Ly mle y
th d 1h

= W _ H VP v EPEY 4
deF m«aF ToF )Ip>
ih

=~ ((OPF 4 U 1 97 )
m
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Pomo¢u (2.57), (2.43) i (2.61) dobivamo
o'GY — 9"G* =0, (2.62)
odavde slijedi da G* mozemo napisati kao 4-divergenciju skalara
G" = 0" p(x). (2.63)

Na ovaj nacin smo pokazali da G, i F},, imaju istu interpretaciju kao i u
specijalnom slucaju.

Zakljucujemo da su jedina polja koja na konzistentan nac¢in mogu djelo-
vati na kvantno mehanicku cesticu: skalarno, elektromagnetsko i gravitaci-
jsko.

§ 2.2 Minimalno vezanje i Feynmanov pristup
elektrodinamici

Polazimo od istih pretpostavki kao i u Feynmanovom pristupu [68; 71; 76].
Koordinate relativisticke cestice u 4—d Minkowskijevom prostoru oznacavamo
s x,, gdje je T parametar, te zadovoljavaju sljedece komutacijske relacije

) e =0, )l =~ (264)

gdje smo koristili #,, = df—T". Pretpostavljamo i Newtonovu jednadzbu
F,(z, &) = mi,. (2.65)
Uvodimo kineticki impuls 7, = ma, tako da zadovoljava
[ ™) = =i (2.66)
Za kineticki impuls 7, mozemo pisati
T = P — A (@), 2.67)
gdje je eA,(z), za sada, proizvoljna funkcija od z, a p,(7) je kanonski impuls

za koji vrijedi
[p;upl/] - 07 [x,u7pu] - _Z.T],uy- (268)
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Ovo je tzv. princip minimalnog vezanja [76].
Lako je vidjeti da vrijedi F), = ddi;‘. Ako deriviramo (2.66) s obzirom na
7, dobivamo sljede¢u relaciju

ow Bl =~ from),  [mom] = —ieFul(),  (269)

gdje smo uveli F), = 0,4, — 0,A,. Iz (2.68) slijede korisni identiteti za
proizvoljnu funkciju f(z, p) (kada kazemo funkeija, u biti mislimo na formalne
redove u z i p)

o fep =igt(270)

[I‘M, f(l’,p)] = _ia_w7
Od sada nadalje ¢emo korisiti tzv. desno uredenje, pri cemu je x uvijek skroz
lijevo, a p skroz desno u monomijalnim izrazima. Operator sile F),(z, %)
mozemo opcenito shvatiti kao funkciju koja ovisio z i p, tj. F,(z,p). Medutim,
zbog (2.69) slijedi da je F), samo funkcija koordinata, a to je vazno, jer
znamo integrirati samo preko komutativnih varijabli. Dakle, koristenjem
(2.70) mozemo integrirati (2.69) preko p* i dobivamo

e ~
Fu:_u a v ’ 2.71
P + Gy (2) (2.71)

gdje je CNJV(x) opcenita funkcija ovisna samo o x i gdje smo koristili preskrip-
ciju da p uvijek dolazi skroz s desna (za konstruiranje a priori hermitskog
operatora mogli smo i koristiti simetri¢nu preskripciju ap — 3(zp + pz) ).
Sada, koriste¢i definiciju kinetickog impulsa 7, = md,, jednadzbu (2.67) te
definiranjem G, (x) = éu(x) + %F uwAY slijedi izraz za Lorentzovu silu

F, = G.(x)+ eF,,i". (2.72)

U ovom pristupu vrijede Jacobijevi identiteti, tj. imamo

[y (20, )] + [0, [, 2] + [T, [2, ] = 0,
[Ty, [0, Tl| + 20, [T, 2] + [, [T, 2] = 0,
0 [ ] [ s ,] + [ ] = 0. (279)
(s (700, W)l + [0, [, Tl + (70, [T, m]] = 0

Prve dvije jednadzbe u (2.73) su trivijalno zadovoljene, treéa je ekvivalentna
sa Cinjenicom da je u Feynmanovom pristupu F},, samo funkcija koordinata
x, dok c¢etvrta jednadzba vodi na homogene Maxwellove jednadzbe

8, Fyp + 0, Fyy + 0,F,, = 0. (2.74)
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Ako shvatimo (2.72) kao definiciju od G, (), vidimo da vrijedi
74, G| — [1,, G| =0, 2,G, —0,G, =0, (2.75)
Sto znaci da mozemo pisati G,, = d,¢(x). Dakle, Feynmanov pristup i prin-

cip minimalnog vezanja su u potpunosti ekvivalentni. Nadalje, iz definicije
komutatora slijedi

[71'”7 [ﬂ-uv [ﬂ-ua ﬂ-y]“ - 07 (276)
te definiranjem
(7, [T, 7] = ej", (2.77)
dobivamo
[ﬂ_wjy] =0, auju = V. (278)

Dakle, vidimo da je j,(x) ocuvana struja, a koristenjem relacije (2.77) dobi-
vamo i nehomogene Maxwellove jednadzbe

B = v, (2.79)

Sada imamo potpun skup Maxwellovih jednadzbi, koje su kovarijantne te
prepoznajemo A, (z) kao bazdarno polje, a e kao elektri¢ni naboj Cestice.

§ 2.3 k-deformirana elektrodinamika

2.3.1 Neutralan slucaj

Okvir u kojem smo prikazali princip minimalnog vezanja u poglavlju 2.2.
je idealan za proucavanje nekomutativnih prostora. Naime, sve Sto trebamo
napraviti jest da zamjenimo komutirajuce koordinate nekomutiraju¢im x, —
Ty, tj. [T4,2,] # 0. Razmatrati ¢emo jednu Siroku klasu nekomutativnih
prostora pod zajednickim imenom s-Minkowskijev prostor, koji je definiran
na sljedeci nacin

2,2, = i(a,2, — a,Z,), (2.80)

gdje je a, deformacijski vektor, a Z, je oznaka za nekomutativni operator
koordinata. Naravno, u limesu iS¢ezavajuce deformacije a, — 0, imamo
[Z,,2,] = 0, tj. £, = x,, tako da ¢emo perturbativno pristupiti problemu,
na nacin da ¢emo naci realizaciju za Z,, u terminima nedeformiranih operatora
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x, 1 p, 1to do prvog reda u deformacijskom parametru a,. Stoga, mozZemo
pisati*
2, = 2, + 02 ,(a), (2.81)

gdje za 02,(a) najopéenitije (u najnizem redu u a,) mozemo pisati
0z,(a) = axy(a-p) + Bz - a)p, +v(x - p)ay,, a,B,7vER (2.82)
Uzimajudi u obzir (2.80) dobivamo uvjete na realne parametre a, i vy
y—a=1, B eR. (2.83)

Sada trebamo konstruirati nekomutativni analogon operatora impulsa p, me-
dutim nemamo na raspolaganju [p,, Z,] =7 Sve §to znamo jest da u nultom
redu u a, jednadzba (2.68) mora vrijediti. Promotrimo slu¢aj neutralne
Cestice, jer tada ne razlikujemo kineticki i kanonski impuls i nema bazdarnog
polja. Dakle, za e = 0, slijedi :iﬂ(e =0) = %ﬁm pa deriviranjem jednadzbe
(2.80) s obzirom na 7 dobivamo

[ﬁua ﬁju] + [i',uaﬁu] = i(auﬁu - auﬁu>~ (2'84)

Jednadzba (2.84) nam fiksira samo antisimetri¢ni dio komutatora [p,, Z,].
Medutim, posto radimo u linearnoj aproksimaciji, mozemo pisati

DPu = Dp + 0Du(a) (2.85)

i zahtjevati da (2.84) i Jacobijevi identiteti izmedu p,, &, i &, moraju biti
zadovoljeni do prvog reda u a,. Tako mozemo nadi eksplicitni izraz za 0p,(a).
Ova konstrukcija je u potpunosti ekvivalentna sa slijede¢om preskripcijom:
jednostavno uzmemo formu 02, (a) eksplicitno danu u (2.82) te zamjenimo z
s p (tj. kao da smo derivirali z,, po 7 uz p, = 0) te dobivamo

Pu=Dpu+ (a+ B)(a 'p)pu + ’Yaup2’ (2.86)

Sada imamo
(D> D] = 0, (2.87)
te koristedi (2.86) slijedi

Dy, To] = i (1+s(a-p))+i(s+2)aup,+i(s+1)a,p,, s =2a+3. (2.88)

*Oznaku § ¢emo korisiti za najnizi doprinos nekomutativnom djelu u formalnom redu
operatora. Tako npr. za genericki nekomutativni operator A imamo njegov razvoj A =
A+ 6A(a), gdje §A(a) ovisi 0 z,, 1 p, te je linearan u a,,.
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Razmatramo e = 0 slucaj, tako da nema razlike izmedu kanonskog i kinetickog
impulsa. Slicno kao i u komutativnom sluc¢aju postuliramo jednadzbu nalik
na Newtonovu

) . dp
Fule=0)=G, =2~ (2.89)

Deriviranjem izraza (2.88) s obzirom na 7 dobivamo
(G, ] = inws(a- G) +i(s + 2)a,Gy + i(s + 1)a, Gy, (2.90)

pritom koriste¢i (2.87) i ¢injenicu da sve jednadzbe iz prijasnjeg poglavlja
vrijede u nultom redu u a,. Cilj nam je naci izraz za G,, medutim ne mozemo
samo integrirati (2.90). Zato ¢emo silu G, napisati na slijede¢i nac¢in

G = Gu(x) +0G,(a). (2.91)
Sada, kombiniranjem (2.90) i (2.91) mozemo naéi jednadzbu za 5C¥M(a)

. . 06G,(a)

0Gu(a), 2] = i=—5 0= (2.92)
=—[G, 2, +inuws(a-G) +i(s+2)a,G, +i(s + 1)a, G,

koja se sada dade integrirati preko p”. Prije nego eksplicitno napisemo CAT*M,

zgodno je uvesti operator koji komutira s #,. Oznaciti ¢emo taj operator s
U, za koji vrijedi

[0, 9] =0,  gu=zu+yzu(a-p)+ (v = 1)(z-p)a, + B(z - a)p,. (2.93)
Definirati ¢emo i opéenitu funkciju f(y)

1) = F@) #3102 a-p)+ (= D ) w-p) +Bla ) (52 -p), (294)

tako da vrijedi
[f(9),2,) = 0. (2.95)

Konaé¢no, mozemo napisati operator sile u nekomutativnom prostoru za neu-
tralnu cesticu kao

Fu(e =0) = Gu(§) + s(a- G)pu+ (s +2)au(G - p) + (s + 1)Gu(a- p), (2.96)

odnosno

F.(e =0) = G,(9)+ms(a-G)x,+m(s+2)a,(G-2)+m(s+1)G,(a-3). (2.97)
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Iz gornje analize slijedi fizikalna interpretacija najnizih nekomutativnih do-
prinosa gibanju neutralne cestice. Dakle, gibanje neutralne cestice u x-
deformiranom Minkowskijevom prostoru se moze interpretirati kao gibanje
kroz pozadinsko polje koje je proporcionalno deformaciji a, i veze se na
Cesticu linearno u brzini, sto podsjec¢a na vezanje eletromagnetskog polja i
izraz za Lorentzovu silu. Mozemo re¢i da gibanje cestice inducira nekomu-
tativnost koja se manifestira kao pozadinsko elektromagnetno polje i djeluje
povratno na cesticu. Jakost ovog efekta ovisi o a, i brzini cestice.

2.3.2 Slucaj nabijene cestice i popravke Lorentzove sile

U prijasnjem poglavlju smo pokazali kako princip minimalnog vezanja prirodno
vodi na dobro nam poznati izraz za Lorentzovu silu. Stoga, zelimo gener-
alizirati princip minimalnog vezanja na konzistentan nacin i primjeniti ga
u nekomutativnom slucaju. Ako postuliramo 7, = m%u i naivno uvedemo
vezu izmedu kanonskog i kinetickog impulsa uvodedi bazdarno polje na nacin

A

7, = P, — eA, (2 ili ), tada zbog Jacobijevih identiteta i
[T, T] + [Ty, T = i(a,7t, — au ), (2.98)

dobivamo prerestriktivne uvjete na bazdarno polje A,,. Medutim, bolje je gle-
dati princip minimalnog vezanja na sljede¢i nacin: to je veza izmedu kanon-
skog i kinetickog impulsa preko bazdarnog polja, ali tako da su komutacijske
relacije [7,,2,] 1 [Py, T, identi¢ne po formi (8to je naravno u skladu s komu-
tativnim sluc¢ajem). Dakle, po analogiji s komutativnim sluc¢ajem, pisemo

(70, Z0) = N (1 + s(a - 7)) +i(s + 2)a,m, +i(s + 1)a,m,. (2.99)
Naravno za kineticki impuls vrijedi 7, = 7, + d7,(a), pa uvrstavanjem u
(2.99) dobivamo 7, u najnizem redu

T, =pu—eAu(9) —e[(s+2)(A-p)a,+s(A-a)p,+ (s+1)A,(a-p)]. (2.100)
Deriviranjem gornjeg izraza po 7 te koristec¢i F, b= % dobivamo
. 1

[F, &) + E[ﬁ“’ 7)) =inws(a- F)+i(s+2)a,F, +i(s+ 1)a, F,. (2.101)

Silu ¢emo opet rastaviti na nulti i prvi doprinos u a,, odnosno F p = I, +
dF,(a), pa dobivamo jednadzbu koju §F),(a) mora zadovoljavati

A

1
0F,(a),z,] = [2,, F,] — E[ﬁ’“ ) +inws(a-F)+i(s+2)a,F,+i(s+1)a, F),,
(2.102)
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gdje je F), sila u nultom redu (tj. zadovoljava komutativne uvjete). Direktnim
racunom dobivamo i komutator kinetickih impulsa

] = el + 205+ DFwa-p-+ ia+ B)a- 2 45w ) )
= Dfa- S p) + o 2)(5 2 )+ 0" (Faupy — Foy)
s+ D — )+ in{au g~ a0
+ie?[(s + 2)Aa(a#% - al,%) +s(a-A)F,,

0A, . 0A,. 0A,0A,

+(s+1)a"(A (z%a” — a®2?)).

Foxe V@xa> © Oxe OB
(2.103)

Uocimo da desnu stranu jednadzbe (2.102) mozemo eksplicite izraziti preko
komutativnih x i p dok za lijevu stranu vrijedi

[0F,(a),z,] = ;20F () (2.104)

Dakle, mozemo integrirati jednadzbu (2.102) preko komutativnih impulsa p.
[zravnim racunom dobivamo izraz za silu, koji naposljetku zapisujemo uz
pomo¢ nekomutativnog analogona operatora brzine ,,

E, =G+ eF(§)" + eF,a" — mluai"a* + O(a - €) + O(a?), (2.105)

gdje je G, = F,(e = 0) definiran u (2.96), F,,(7) je definiran sliéno kao u
(2.94)

Fyu@) = Fuul) (- 2 @)+ (1) (0 22 - p) 4 Bl ) (S22 ),
(2.106)

a za preostala dva clana imamo

= OF,, 0%A, 0*A,
Fuw = il( 4 Ba- or V(e 0x,0x” T 8a:a8x0‘>]’
Lo =el(a+ B)Fuax+ (v + B)FLpa’n — sEpafnn — (37 — 26 — 1) Fan].
(2.107)

Izraz (2.105) predstavlja nekomutativnu ina¢icu Lorentzove sile. Novi ¢lanovi
koji se pojavljuju, tj. nekomutativne korekcije proporcionalne £ mozemo in-
terpretirati kao efektivni doprinos induciranog pozadinskog elektromagnet-
skog polja, dok nekomutativne korekcije proporcionalne s 42 interpretiramo
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kao kvazi-gravitacijski efekt uzrokovan pozadinskom zakrivljenoséu koja je in-
ducirana nekomutativnoséu samog prostora. Dakle, u najnizem redu, gibanje
nabijene cCestice u nekomutativnom prostoru mozemo shvatiti kao gibanje
kroz dodatno pozadinsko elektromagnetsko i gravitacijsko polje inducirano
nekomutativnoséu prostor vremena. Treba napomenuti da su oba ova dopri-
nosa proporcionalna s ea,,.

2.3.3 k-deformirane Maxwellove jednadzbe

U naSem pristupu svi Jacobijevi identiteti izmedu 7, p i  su zadovoljeni po
konstrukeiji. Najzanimljiviji je sljedeci identitet

[ﬁua [ﬁw ﬁp“ + [ﬁm [ﬁ'pa ﬁu“ + [ﬁpa [ﬁmﬁ'u]] =0, (2-108)
koji vodi na (do prvog reda u a,,)

auﬁVp + &,Fpu + apFw/ = i([07u(a), Fip] — e[Ay, 5Fup(a)] + cikliéno(x, v, p)),
(2.109)
gdje smo koristili

(7, 7)) = —i€F,, = —ieF,,(x) — iedF,,(a), (2.110)

koji je eksplicitno dan u (2.103). Vidimo da F wv MoZemo u potpunosti izraziti
pomocu operatora x i p. Jednadzba (2.109) predstavlja x-deformirani anal-
ogon homogenih Maxwellovih jednadzbi. Desnu stranu jednadzbe (2.109)
mozemo u potpunosti izraziti pomoc¢u komutativnih varijabli i polja Ei E,
koja zadovoljavaju uobicajene Maxwellove jednadzbe u nultom redu.

Promotrimo algebarski identitet
[Ty, [T, [7*, 77]])] = 0. (2.111)
Definiranjem ju na sljedeci nacin
[, (77, 7] = e, (2.112)

slijedi
(7., 9" = 0. (2.113)

Dakle, veli¢ina j, je ocuvana struja i imamo

OuE™ = ¥ +il6#u(a), F™) = ie[Ay, 6F* (a)] + O(@?).  (2114)
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Jednadzba (2.114) predstavlja k-deformirani analogon nehomogenih Maxwellovih
jednadzbi.

Vidimo da su k-Maxwellove jednadzbe (2.109) i (2.114) popriliéno ne-
transparentne te smo primorani prouciti neke posebne slucajeve. U tu svrhu
promotriti ¢emo slu¢aj’ kada a, = (ao,0), tj. a9 = a = k1 ia; = 0.

Definiramo nekomutativno elektri¢cno i magnetno polje na uobic¢ajen nacin

Foi = —E;, Foi = —E;,
. i (2.115)
Fij = —€i. By, Fij = —€iiBy.

Vazno je uociti da se I3 s E;iB; mogu izraziti kao funkcije komutativnih op-
eratora = i p (vidi (2.103)). Koriste¢i gore navedene definicije, sada mozemo
eksplicitno izracunati desne strane u jednadzbama (2.109) i (2.114) i izraziti
ih pomoc¢u komutativnih polja

V.B=ala+p)B j—ac(Dy-B+sE-B), (2.116)
. - 0B aB 0B
VXE+-—=—a (oz+6)(Bp0—E><ﬁ)+7( .
ot 8 a'L‘ (2117)

+ ae |:le X E+ DBE — (S + 2)BZ6A{| ,

V-E=p—ala+B8)(pV-E—E-p)+ae [5E-E—(s—l—2)§2}, (2.118)

. s 9F - R . Lo OE OE
VXB—-——=j+a|(a+8)(ppE+ Epso—poVxXB—-—Bxp)+~v(p- — 4+ — -
t or Oz
—ae[ﬁgX§+DEE_'+(3+2)§><E_'+3E1~€A1-].
(2.119)

Ove jednadzbe ¢ine potpun skup k-deformiranih Maxwellov1h Jednadzbl Za
pojednostavljivanje zapisa uveli smo sljede¢e oznake DB, DE, Dg, Dg, O ¥

U principu ovo je orginalni x-Minkowskijev prostor [11], a kasnije su sve ekstenzije
Liejevog tipa preuzele isto ime.
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i g x, definirane na sljede¢i nacin

Dy = (i ﬁ)qs% — O V) + (25 + 3)¢% —2(s+ 1)+ (s +2)(4- V)
+ (s +2)(V - A),
Dp = Dg+ sgb% —2(s4+1)d —2(s +1)(V - A),

By = (7942 — AF-9)+ (s + 1AL o5+ 1A,
ot | ot
Dy = —Dg + 56V 4 2(s + 1) A4,
Cpx = (F- V) A x %—Zx (7- V) — s6% % +(s + 1) A x %—(33+4)Zx,
Ogx = —ﬁB X —sqbﬁ X
(2.120)

2.3.4 Prirodna realizacija

Sve korekcije koje dolaze od nekomutativnosti ovise o izboru realizacije op-
eratora 7,

=z, +azr,(a-p)+ B(r-a)p, +v(x-p)a, (2.121)

tj. o realnim parametrima «, £ 1i~. Ovdje ¢emo prouciti slucaj tzv. prirodne
realizacije [36]. Najlaksi nac¢in da se dode do prirodne realizacije jest da od
(2.121) zahtjevamo hermiticnost, tj. 27 = 2 i fiksiramo parametar v = 0.
U tom slucaju dobivamo a@ = =11 8 = 1, pa je operator £, u prirodnoj
realizaciji dan kao

" =gz,[1— (a-p)]+ (x-a)p,. (2.122)
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Parametar s sada postaje s"* = —1. Oznake koje smo definirali u (2.120) u
prirodnoj realizaciji poprimaju sljede¢i oblik
. I, .
Dp=(7-V)A— — A(7"- V),
ot
Dy =—Dg — ¢V,
L o=, 0 L= 0 - = - o
D= (7 D)5, — 307 F) + 6+ (A-9) + (- A),
at t (2.123)
Dp=Dp—¢p—

ﬁEx:Z(Pﬁ)—(F-ﬁ)gx%anx,
IjBx:—ﬁEx—i—qﬁﬁx.

Za r-deformirane Maxwellove jednadzbe dobivamo

G x B+ 98 _ ey x B+ Dyl — BVA),
ot o (2.124)
V-E=p+ae(Dp-E— B?),
- 04 85 2 - - - o o >
VXB—E:‘]—QG(DBXB—FDEE—FBXE—ElVAZ),

koje su i dalje nelinearne sto znatno otezava detaljniju analizu njihovih novih
svojstava i poopéenih simetrija. Mozemo promotriti i nekomutativne dopri-
nose Lorentzovoj sili u prirodnoj realizaciji

Fret = Gnet + eFt ()2 — mIehad?, (2.125)
gdje su
' =0,
Fzgg\ :ae(_FMOTD\V + FOI/T/;M + 3F;w6())\)7
(2.126)

nat [ » OF, v :
F/wt(y) =Fu + at(a—; p) — aF,LLV('I D),

Grt =G, (9) — amGod,, + am(G - ©)5..

Zanimljivo je za uociti (vidi (2.125)) da sila ne ovisi samo o naboju Cestice,
veé i 0 njenoj masi. Naravno u grani¢nom slucaju a — 0, sva ovisnost o masi
nestaje.
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2.3.5 Neke fizikalne posljedice nekomutativnih
korekcija

U ovom poglavlju smo konstruirali jednadzbu za silu te Maxwellove jed-
nadzbe u x-deformiranom prostor-vremenu. Pri tome smo koristili varijantu
Feynmanovog pristupa, tj. princip minimalnog vezanja [76]. Krenuli smo
od istih pretpostavki kao i Feynman [68; 71], koristili vezu medu kanonski
konjugiranim velicinama (polozaj i impuls) te medusobne komutatore (ili
Poissonove zagrade). Zatim, analogno Feynmanovom pristupu, koristili smo
Jacobijeve identitete da nademo jednadzbu za silu i Maxwellove jednadzbe.
Naravno, jedina bitna razlika izmedu Feynmanovog pristupa i principa min-
imalnog vezanja, jest ta da u minimalnom vezanju uvodimo bazdarno polje
kao vezu izmedu kanonskog i kinetickog impulsa [76; 68; 71]. Posto u ci-
jelom dosadasnjem ra¢unu nismo koristili eksplicitnu definiciju komutatora,
ve¢ samo njegova algebarska svojstva, slijedi da se klasi¢ni limes ostvaruje
samo zamjenom (ih)~'[] s { } pp te operatori u Heisenbergovoj reprezentaciji
postaju funkcije na klasicnom faznom prostoru.

Vidjeli smo da se gibanje nabijene cCestice u k-deformiranom prostoru
moze opisati kao gibanje kroz prostor u kojem postoji pozadinsko inducirano
elektromagnetno polje (doprinosi proporcionalni #) te inducirana zakrivl-
jenost prostor vremena (doprinosi proporcionani s 2%). Ova interpretacija je
u skladu i s nekim istrazivanjima provedenim na Moyalovom prostoru [100].
Nazalost, ove korekcije Lorentzovoj sili znatno ovise o snazi vanjskog polja,
naboju i energiji ¢estice, stoga imaju jedino Sanse biti opazene u visoko en-
ergetskim akceleratorskim zrakama i to kao male devijacije od klasi¢nih tra-
jektorija. Naravno, ove nove korekcije narusavaju Lorentzovu simetriju te
modificiraju fundamentalne disperzijske relacije [14].

Kao sto je bilo i o¢ekivano, svi novi nekomutativni doprinosi Lorentzovoj
sili i Maxwellovim jednadzbama ovise o izboru realizacije nekomutativnih
koordinata. Ovdje smo poblize analizirali prirodnu realizaciju. Zasto smo
bas tu realizaciju izabrali? Zato jer je a priori hermitska i ima zgodno svo-
jstvo, a to je da se generatori translacija, tj. impuls transformira kao vektor
s obzirom na Lorentzove transformacije.

Dobivene k-deformirane Maxwellove jednadzbe su nelinearne ¢ak i u prirod-
noj realizaciji, §to poprili¢no otezava opéenitu analizu te ¢emo sada razmotriti
neke granicne slucajeve kako bi dobili bolji osje¢aj za prirodu nekomuta-
tivnih korekcija u elektrodinamici. Razmotrimo stati¢ni limes te uzmimo da
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iScezavaju p, E, i ¢. Sada smo dobili jednadzbe koje opisuju k-deformiranu
magnetostatiku

~
— —

V-B =0,

A~ . (2.127)

VxB=j
Vidimo da sto se tice magnetostatike nismo dobili nista novo. U elektro-
statickom limesu ¢emo dobiti nesto zanimljiviju situaciju. Napomenimo da
nasa metoda ima prirodan i praktican klasi¢ni grani¢ni slucaj. Naime, kako
je ve¢ ranije spominjano, u svim racunima gdje su se pojavljivali komutatori
mozemo staviti Poissonove zagrade, Zlh[,] — {, }, tada svi operatori postaju
c-broj funkcije. U tom sluéaju parametar 7 postaje vlastito vrijeme (duljina).
U klasi¢nom grani¢nom slu¢aju mozemo pogledati sto se desava s Coulom-
bovim zakonom, tj. silom izmedu dvije miruju¢e nabijene cestice e na udal-
jenosti r i razmotriti ulogu k-deformacija u tom slu¢aju. Naravno, sad smo

u nerelativistickom rezimu, pa imamo fl—z = 1. Cestice miruju &; = 0. U elek-
trostatickom limesu G, B i A iStezavaju a u nultom redu imamo E = =5.
Nakon uvrstavanja svega toga u (2.125), slijedi
~ 62
F= 1 — 2am). 2.128
(1~ 2am) (2125)

Vidimo da Coulombov zakon i dalje vrijedi sto se tice ovisnosti o medusobnoj
udaljenosti. Medutim, nekomutativnost doprinosi promjeni naboja, bolje
reCeno naboj ovisi o masi Cestice e — e(1 — 2am)%. Dakle, u najnizem redu
klasi¢na elektrodinamika biva modificirana ¢injenicom da osnovni Coulom-
bov zakon, uz elektri¢ni naboj i udaljenost medu cesticama, sada ovisi i o
masi Cestica. Isto svojstvo je dobiveno u [30].

Promotrimo gibanje ¢estice mase m i naboja e koja se giba brzinom v u
konstantnom vanjskom elektricnom polju iznosa E. Direktnim uvrstavanjem
u (2.125) slijedi

~

F =eE(y—am(2y* + %)) — aem(E - 7)7

Ny - ) (2.129)
= yeE — ameE(2y* + #*) — aem(E - 0)7,

—

gdje je v = (1 — @?)Y2. Nadalje, bez gubitka opéenitosti uzimamo E =
(E,0,0) i dobivamo

F* = eE(y — am(2+? + 1?)) — aem(Ev®)v*

FY = —aem(Ev®)vY (2.130)

F* = —aem(Ev®)v*.
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U ravnini okomitoj na elektriéno polje lako nalazimo rjesenje direktnom in-
tegracijom

Q(T) _ y(o)efaeEx(‘r)’

2.131
y(r) = y(0)r — ?J(O)aeE/dev(T) +9(0), (2151

Analogna jednadzba vrijedi i za Z(7). Veé¢ vidimo prvi signal nekomuta-
tivnosti, a to su male devijacije od klasi¢ne trajektorije. Uz pocCetne uvjete
y(0) = 2(0) = 0, dobivamo jednadzbu za z(7)

1 2aeF

&=eE/m ~ — 2aeEi?, (2.132)

Sto nakon integracije vodi na implicitnu jednadzbu

5 U3

__m o 1 2am? v v 9
T 26E(\/l v? +sin” ' (v)) + 62E( R +v) +O0(a”), (2.133)

gdje se lijepo vidi relativisticki doprinos i nekomutativni doprinos. Jednadzba
(2.133) jasno pokazuje kako svi nekomutativni doprinosi uz ovisnost o a, ovise
i 0 masi i naboju.

Zanimljivo je razmotriti i Newtonov limes. Ako uzmemo z;,Gy = 0 i
G; = —GT—; u jednadzbi (2.97), slijedi da Newtonov zakon gravitacije ostaje
nepromjenjen u najnizem redu. Ovo se razlikuje od istrazivanja u [14].

§ 2.4 Geodetska jednadzba u
r-Minkowskijevom prostoru

2.4.1 Gravitacija i Feynmanov pristup

U ravnom prostoru, Feynmanov pristup i princip minimalnog vezanja su ek-
vivalentni [76; 31] i moguce je izvesti jednadzbu gibanja za nabijenu ¢esticu.
Kao $to smo vidjeli isto vrijedi i za Minkowskijev prostor [31]. U [71] Feyn-
manov pristup je poopéen na opcéu relativnost, sto je rezultiralo izvodom
geodetske jednadzbe. Mi ¢emo ovdje adaptirati formalizam razvijen u [71],
kao §to smo to napravili i u proslom poglavlju, a sve to radimo kako bi na
kraju dosli do geodetske jednadzbe u nekomutativnom prostoru. Znamo da
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za relativisticku cesticu mase m i elektricnog naboja e vrijedi

[JZ#(T)7Z‘V(T)] =0, [$M(T>,p,,(7')] - _inull’ (2 134)
F,=0,0+eF,i", F. =0,A,(x)— 0,A,(x), '
gdje je p, = ma, + eA, operator kanonskog impulsa, F, = mz, je sila, F},,
je elektromagnetni tenzor (Faradayev tenzor), A, je bazdarno polje i ¢(z) je
proizvoljna funkcija od x. Sada nas zanima samo ¢ista gravitacija, pa nam
nec¢e trebati bazdarno polje, tj. promatrati ¢emo neutralne cestice. Dakle,
za neutralne Cestice imamo

[x,ua l‘,,] =0, [puapu] =0,
[xuapu] = _in,uu (2135)
F, =0, Pu = My,

gdje smo uzeli ¢p(x) = 0, jer ovaj odabir vodi na ispravan izraz za geodetsku

jednadzbu. Prijelaz s ravnog prostora u zakrivljeni se radi tako da proglasimo
da (2.134) vrijede lokalno i da se gravitacija krije u jednostavnoj zamjeni
metrike Minkowskog 7),,, s proizvoljnom metrikom g, (X) [71]. Vidjeli smo
da ovaj pristup vodi na geodetsku jednadzbu. Mi ¢emo slicno postupiti.
Dakle, postuliramo

(X, X, =0 (X, P)] = —ig,(X), (2.136)

medutim zadrzavamo dozu opreza, pa za “metriku” g, (X) samo pretpostavl-
jamo da je formalna funkcija operatora X, a iz prve jednadzbe u (2.136)
slijedi da je i simetrican na zamjenu indeksa. Znaci i dalje svo “podizanje” i
“spustanje” indeksa se vrsi pomocu 1, (ovo je sad razli¢ito od [71]). Sada
je X,,(1) novi operator polozaja, a P,(7) je konjugirani impuls, mX, = P,.
Kljucno je uociti da mozemo naci realizaciju za X i P pomoc¢u komutativnih
x i p u ravnom prostoru. Naime, ako uzmeno da vrijedi

X, =1, P, = guap”, (2.137)

gdje z, i p, zadovoljavaju (1.3). Sada deriviramo jednadzbu (2.136) po 7 i
dobivamo

E[P/ﬂpl’] + m[XH,X,,] = —Zd—:, (2138)
gdje smo koristili P, = mX,,. Koristeéi (2.137) i (1.3) slijedi
. 8g,,5 89 3
P, P =i(gua — GNP, 2.139
[P P)] = i(9p 9. o )p (2.139)
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gdje smo koristili [p,, f(z,p)] = i-2L Takoder imamo

oxk*

v — VX - — uyp i - « a' 21 0
9u 9)75 B8 3)75 B8 ) ,Bgﬁ D ( 1 )

Jednadzbe (2.138), (2.139), i (2.140) nam sad daju

{ 8gl/ﬁ aguﬁ ag;w B
_ . . 2.141
+ 9as ', P (2.141)

X XI/ = o va
X m X, m(g” 0% B 0%

Ako za operator X vrijedi X, = X,(z,p), tada lijeva strana jednadzbe
(2.141) postaje )
0X,

[XP«7XV] = [xu>X1/] = — apﬂ s (2142)
pa sad mozemo jednadzbu (2.141) integrirati po p#, pa dobivamo
. 1 998 99up dg
X, =G+ —(Ga =" = Grami> + Gaps)pp* 2.143
m g na g~ Gy = ey —IP” (2.143)
gdje ¢emo ubrzo izabrati G, (z) = 0. Definiramo
- 1, Ogus 99u8 dg
s = —=(Guam— — Jrasi— + Jap—mm 2.144
up 2(9# 8xa g axa +g B ama) ( )
i naposljetku imamo
. 1 -~
mX, + Eryuﬁpﬁp“ =0. (2.145)

Lako se uvjeriti da su svi Jacobijevi identiteti zadovoljeni. Jednadzba (2.144)
jako podsjeca na definiciju Christoffelovog simbola u opc¢oj teoriji relativnosti
i naravno jednadzba (2.145) podsjeéa na ¢uvenu geodetsku jednadzbu. No
valja imati na umu da smo mi ovdje izveli kvantnu verziju geodetske jed-
nadzbe i da je to operatorska jednadzba. Da bi uspostavili vezu s gravitaci-
jom trebamo napraviti klasi¢ni limes. Naravno, kao i ranije uzimamo zam-
jenu [,] = 1 {, } pp 1 sada svi operatori postaju komutirajuce c-broj funkcije.
Sada ¢emo pretpostaviti da je nasa “metrika” invertibilna te definiramo njen
inverz na sljedec¢i nacin

Guag™ =19, (2.146)

Koristedi (2.137), (2.144) i (2.146), slijedi

g dg”
ﬁoP — B Bo YIaB [ i a—
g o P, g aac” Jap axp )

Bo uo _ 9% , 99 _ 89’”") =Tr,

Fz/ — SYva
wsg 9 2g (&vp 0z, 0z,

(2.147)
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gdje je I'*? sada stvarno Christoffelov symbol. Koristeéi jednadzbe (2.147) i
(2.145) dolazimo do geodetske jednadzbe

X, +T/X3X, = 0. (2.148)

Vazno je za napomenuti da smo sve manipulacije (“dizanje i spustanje”) in-
deksa radili s 7,,, dok je tenzor g, bivao tretiran samo kao simetrican i
invetibilan tenzor uz uvjet (2.146).

2.4.2 rk-deformacije gravitacije

U ravnom komutativnom prostoru koristili smo konjugirani par (x,p), za
ravni nekomutativni prostor koristili smo (z,p), dok za zakrivljeni komuta-
tivni X, P. Pokazali smo da se operatori u ravnom nekomutativnom prostoru
mogu izraziti kao funkcije, tj. formalni redovi ovisni samo o komutativnim
x 1 p te naravno deformaciji a,. Sada Zelimo proucavati nekomutativni za-
krivljeni prostor i za njega ¢emo koristiti oznake (X, P). Naravno, ideja
je da i njih naposljetku zapisemo kao funkcije od z i p te deformacijskog
parametra a,. Vazno je uociti da za neutralne Cestice vrijedi 15# = mdji“.
Kre¢emo od pretpostavke da je prostor na vrlo malim skalama duljine opisan
r-Mikowskijevim prostorom

A ~

(X, X, = i(a, X, — a,X,,), (2.149)

gdje je realizacija dana s

A

X, = Xo@®, (2.150)

a ¢, zadovoljava

0% 5 _ 09 35 a o
apﬁ (p v apﬁ (10 /7 au(ﬂ v anSO e (2151)

Konstruirati ¢emo ]5M iz zahtjeva da svi Jacobijevi identiteti i uvjet koji
dobijemo deriviranjem (2.149)

[P, X, + [X,, P] = i(a,P, — a,P,) (2.152)

moraju biti zadovoljeni. Takoder znamo neke grani¢ne slucajeve. Npr. u
limesu komutativnog prostora a — 0 mora vrijediti

X, —X, =, P, — P, = guap", (2.153)
{XmPV] — —ig#y(x),
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dok u limesu slabog gravitacijskog polja g, () — 1,, mora vrijediti
X, — &, = 20® P, —p, = N
H Y R afOu A,u ] pu pagou (2154)
[XAH PV] — [J}#,py].
Uzimajuci sve ovo u obzir, vidimo da se konstrukcija Pu svodi na analogni
postupak prijelaza iz ravnog prostora u zakrivljeni (1,, — ¢,.(x)), samo §to
¢emo sada umjesto g, (z) koristiti “metriku” koja komutira s Z, tj. ¢,.(7).
Dakle, imamo X
P = gas (DD ¢ (2.155)
Lako je vidjeti da koristeci (2.151), gornji ansatz zadovoljava sve Jacobijeve
identitete i uvjet (2.152) u svim redovima u a. Ovo naravno nije najopcenitije
rjeSenje za operator P,, medutim ovo rjeSenje je u potpunosti neperturba-
tivno i zadovoljava sve uvjete egzaktnot. U konaénici imamo

X = TPy ISM = gaﬁ(g))pﬂgpa#, (2.156)
(X, X)) = i(a, X, — a,X,), (2.157)

~ ~ ) . agp‘)‘
[X/“PV] = _Zgaﬂ(y) <p,3 a - Sp L —+ ) VSO N) . (2158)

Jednadzbe (2.156, 2.157, 2.158) su neperturbativne, tj. vrijede u svim re-
dovima po a,, te ¢e sluziti kao pocetne premise u daljnjem razmatranju koje
¢e uglavnom biti perturbativnog karaktera.

Derivirajmo (2.158) po 7 te koristenjem % = mX i df“ = 0, dobivamo

[Xw m)%l/] -

A F dgaﬁ() 56901/
(B Po] == aago#ﬂoycpu . (2.159)

1
m

Za raspetljavanje jednadzbe (2.159) morat ¢emo se posluziti aproksimaci-
jama, tako da ¢emo traziti samo linearne korekcije u a,. Stoga za rjeSenje
jednadzbe (2.151) do prvog reda u a, dobivamo

% = 0 [1+ ala-p)| + Ba®p, +vpa,, a,B,7v€ER (2.160)
gdje a, B i1y opet zadovoljavaju

vy—a=1, g eR. (2.161)

tZa sustavno nalazenje operatora ]5“, red po red vidi Dodatak D.
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MozZemo izracunati desnu stranu jednadzbe (2.159) eksplicite do prvog reda

u ay, koristeéi (2.160, 2.156). Posto nam je cilj naéi prve korekcije za X,
mozemo pisati

X, =X, +0X,(a) + O(a?), (2.162)

gdje je 5X(a) linearan u a, te opcenito funkcija z i p, dok Xu zadovoljava
jednadzbu (2.145). Koristec¢i (2.162), lijeva strana jednadzbe (2.159) postaje

A
A

(X Xo] = (% K] 4 [0, (@) + O(a?). (2.163)

Kombiniranjem (2.159) i (2.66) slijedi

o % 3 L 5 - .dgos(9) 9% @
m[X/M 5Xu(a>] = _[XmmXV]_E[ I3 PV}_Z dBT pﬁ ap" Y u + ¥ VQOB# )
(2.164)
gdje za lijevu stranu vrijedi
(X, 0%, (a)] = 2, 0%, (a)] = —i20K0(@] (2.165)

Opt

Prvo izra¢unamo desnu stranu jednadzbe (2.164) eksplicitno do prvog reda u
a, (koristedi (2.145, 2.160, 2.156)), a zatim uzimajuéi u obzir (2.165) integri-
ramo jednadzbu (2.66) da bi dobili 6X,(a), koji onda uvritavamo u (2.162)
i naposljetku dobivamo

~

1 - 1 -
B8 _ T 8
X, + 3 Lys0"p" = poec Eoroud Pp". (2.166)

Operator f‘wg je dan u (2.144), dok za f],m;“ mozemo pisati

ZVT&;L = Jdurdu + ?1/76#7 (2167>
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gdje su

Tmﬂu =

Wl =

{ — f(ms)a [20450‘ 51,]@7 + 255“ mra’ + 2707 5 a,,ﬂ

a §o 0 a 0 a 9 @ 0 7
—1—25[#5”] {(Oz(a' g;j)( o)+ B(a-x)( 897_ﬁ )+l gxﬂ)(aT.)> (;;’;

g (50,0 B2 )~ (T8 a) o)+ F2a0)

6ga'6 62905
B .
BYas (CL ( e o)+ (a-z)( pe $5.)

829‘7 I 995 0Gar
# (s0s 5 = i) (ar0) — (0= 7)(a- T2 2

0gos g, 905 -
+ 25[)/\165] [ﬂgaﬁaa (65 hd a‘if + ai;%v') + Yyax (gom' L4 %{j - F(U(S)T.):| }

(2.168)

i

aga 890’6 agaé
a s B . .
Forop = {5 ) [axo (a(a S Yz, + Bla x)<8x7 o

8906 p 82gaﬁ =
: T odWr — F « 7')
(e - )a ) +7(1’ 000 970 ~ Lomsa
g

829a6 0 af agaﬁ aQQC!B
P . P
+« (CL xéaxgaxpga‘r + (& o )g7'5> + B (CL ng 8 + (a 1}) axgﬁx‘sgaT) :|

- (Oé + 7>auf(ué)7 6@ ( (ar)6Tuw + F(au)énm‘ + F(au)5771/7> - 27f(u7)6au

. afu T ~ 0fu T ~
— 20,1 ()5 — a(xu(a : 6; ) — 2FV;L5CLT> - 6(((1 - x) 81‘2 - 2Fu6rau)

af11/ T i
—ya, ((x : 8; ) — 2FV5T) }

Ovdje oznaka e predstavlja polozaj operatora p™ u jednadzbi (2.166). Vazno
je za uociti da su nekomutativni doprinosi proporcionalni s p® i da ovise o
izboru realizacije.

(2.169)

Sada mozemo napraviti klasicni limes na isti nacin kao sto smo i do sada
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radili. Koristedi (2.146) i (2.156) dobivamo

PPt = g% g" Py P, + Py, Py, Py {.a. P72 1 O(a?),

5 s , (2.170)
PP = g7 g°*g" 7 Poy Py Py, + Ofa).
Nadalje, koriste¢i (2.166) dobivamo
T,s0°p" =T PP, +T,5{..a.}""* P, P, P, +0(d’

iné,uprﬁp'u = im—é,ugﬂrl96029#(73 Pal PO'2 P0'3 + O(CLQ),

Uzimajuéi u obzir ¢injenicu da vrijedi ]5# =mX, i (2.171) te uvrtavajuéi u
(2.166), slijedi

X, + T2 X X, =mX 7% X, X, X,. + O(a?) (2.172)
gdje smo uveli
2717 = =Ty {a. JHPT L8, 5,077 6072 g1 (2.173)
i

{...CL...}ﬁ’ww”3 = _nglg/wzgds(ﬁgu)n

(6% (6% (6% agOZG agae 89&6
Jac(@bga, + Ban,. + 05 a,) + a(a~ p > + fla- ) Dr + ”y(m "y ap)l.

Jednadzba (2.172) predstavlja geodetsku jednadzbu u k-Minkowskijevom
prostoru.

2.4.3 Newtonov limes

Kako bi dobili bolji osjecaj i izgradili fizikalnu intuiciju za nekomutativne
efekte u gravitaciji promotriti ¢emo tzv. Newtonov limes jednadzbe (2.172).
U tu svrhu promotriti ¢emo specijalan slucaj x-deformacija, tj. uzet ¢emo
da vrijedi a, = (a,0). Newtonov limes je definiran s tri uvjeta [78]:

1. Cestice se sporo gibaju, tj.

dX; dX,
<< —

. 2.1
dr dr (2.175)
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2. Gravitacijsko polje je slabo i moze se shvatiti kao perturbacija oko ravne
metrike, tj.

Juv = N + h,uua |hp,y| << 1. (2176)
3. Gravitacijsko polje je stati¢no.

Iz definicije inverzne metrike, g,,¢"" = 0, nalazimo da do prvog reda u h
vrijedi g" = n* — h*. Uvrstavajudi to u jednadzbu (2.172) te ostavljajuéi

samo linearne doprinose u a i h, dobivamo

~

Xo =0, (2.177)
o 1 00 .
X; + _aL(Xof = m¥2(X,)3. (2.178)

2 Ozt

Uoc¢imo da zbog (2.177) mozemo lako prijeci s derivacija po 7 na derivacije
po t u jednadzbi (2.178). Na prvi pogled se ¢ini da zadnji ¢lan u (2.178)
nije invarijantan na reparametrizaciju, no posto zadrzavamo samo doprinose
linearne u @ i h, slijedi X, = % ~ 1+ %hoo ~ 1+ O(h) sto ne predstavlja
problem kod reparametrizacije (uocite da 9% veé je linearan u a i h). Znamo
da u komutativnom slucaju za Newtonovu silu vrijedi

, M . 10n%
= —Gw;/dg Tt = 5@7 (2179)
a definiranjem F = mdzg " naposljetku slijedi
Fi=Fi(1— %0), (2.180)

gdje je C' = ba+55+12v. Vazno je za uociti da u izrazu za silu dobivamo ko-
rekcije proporcionalne s a, ali da je sila i dalje radijalna te da je funkcionalna
ovisnost o udaljenosti ista kao i u komutativhom slu¢aju. Nekomutativne
korekcije se mogu usporediti s tzv. Pioneerovom anomalijom. Primjetimo da
nekomutativne korekcije ovise o masi Cestice sto vodi na narusSavanje prin-
cipa ekvivalencije u opc¢oj teoriji relativnosti. Naravno, sve ovisi o izboru
realizacije.

Nekomutativne korekcije sili u jednadzbi (2.180) slazu se s istrazivanjima
provedenim u [14], stoga su ograni¢enja na parametar a ista.
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2.4.4 Poopcenje relacija neodredenosti

Dobro je poznata ¢injenica da u bilo kakvoj kvantnoj teoriji prostor vremena
postoji ograni¢enje na mogude lokaliziranje ¢estica [79] te da nekomutativnost
prostora vodi na poopéenje Heisenbergovih relacija neodredenosti [2]. Moze
se pokazati da se relacije neodredenosti trebaju modificirati ve¢ na nivou
Newtonove gravitacije [80]. Da bi promotrili modifikacije Heisenbergovih
relacija neodredenosti u nasem pristupu, prvo ¢emo pogledati nerelativisticki
limes jednadzbi (2.157, 2.158)

[xiv xj] =0,
[z, p;] = ih(1 4+ ams)d;;, (2.181)
[0, po] = —ih(1 + 3am(s + 1)),

gdje je s = 2a+ 3. Sada, koriste¢i AAAB > % |([A, B])| dobivamo poopé¢ene
relacije neodredenosti
A]}Z’Afﬂj > O,
h
AziAp; 2 5(1+ ams), (2.182)

AEAt >

| St

(14 3am(s+1)).



Poglavlje 3

Nekomutativnost 1 fizika crnih
rupa

Proucavanje fizike crnih rupa ima vaznu ulogu u istrazivanju raznih kvant-
nih aspekata gravitacije. Iako su crne rupe rjesenja klasi¢nih jednadzbi opée
teorije relativnosti, mnogi uvidi u polu-klasi¢nim i/ili kvantnim opisima grav-
itacije dobiveni su proucavanjem teorije polja na zakrivljenim prostorima
opisanih metrikom crne rupe. Primjerice, aspekti entropije crnih rupa i
pripadajuéa termodinamicka svojstva [82; 83; 84; 85; 86| istrazivana su u
okviru raznih pristupa, uklju¢ujuéi teoriju struna [95; 87|, “loop-kvantnu”
gravitaciju [88], konformalnu teoriju polja [89; 90; 91] i neke druge slicne
[92; 93]. Postoje i razni pristupi koji su fokusirani na formuliranje nekomu-
tativne teorije gravitacije i nekomutativnih inacica crnih rupa [47; 94; 96;
97; 98; 99; 100; 101; 102; 103]. Pokazano je da se nekomutativna verzija
BTZ crne rupe moze opisati k-deformiranom algebrom [32; 104]. Sli¢no, na
r-deformirane algebre se nailazi i pri nekomutativnom opisu Kerrove crne
rupe [105] te u nekim nekomutativnim kozmoloskim scenarijima [51]. Stoga,
¢ini se da postoji odredena doza univerzalnosti u k-deformiranim algebrama,
posto se javljaju u razlicitim nekomutativnim opisima gravitacije. Mi ¢emo
razmatrati svojstva odredenih crnih rupa u okviru x-deformiranih nekomu-
tativnih sistema.

95
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§ 3.1 Nekomutativni doprinosi entropiji crnih
rupa

Postoji veza izmedu mehanickih i termodinamickih svojstava crnih rupa u
3+ 1 dimenziji [82; 83]. Proucavajuéi kvantnu teoriju polja u pozadini crnih
rupa, Hawking je pokazao da crna rupa emitira termalno zracenje te je izveo
relaciju koja povezuje povrsinu i entropiju crnih rupa [84]. Koristeéi te rezul-
tate i primjenjujuci osnovne postulate kvantne mehanike, 't Hooft je pokazao
da postoji divergencija u dostupnim energetskim nivoima kvantnomehanicke
cestice koja se nalazi u blizini horizonta crne rupe. Medutim, gravitacijski
efekti u blizini horizonta crne rupe ¢e modificirati valnu funkciju te cestice i
postoji moguénost da se te divergencije ipak uklone. Ova situacija je mod-
elirana u [86], gdje je uveden cut-off u broju dostupnih energijskih nivoa.
Ovaj pristup gdje se uvodi tzv. brick wall cut-off je koriSten i u slucajevima
gdje dimenzija prostor-vremena nije nuzno 3 + 1 [106; 107] te je koristen za
izracunavanje termodinamickih veli¢ina od interesa. Pokazano je da cut-off
ovisi samo o horizontu crne rupe u 3 + 1 dimenziji, dok u drugim dimenzi-
jama moze ovisiti i o masi propagirajuceg kvantnog polja [106]. Zanimljiva je
¢injenica da se divergencija entropije po jedinici povrsine Klein-Gordonovog
polja, koje se propagira u pozadini crne rupe, moze apsorbirati u renormal-
izaciju Newtonove gravitacijske konstante [108; 109].

't Hooftov pristup ili tzv. brick wall metoda je posluzila i za racunanje
entropije BTZ crne rupe [110]. BTZ crna rupa je rjesenje Einsteinovih jed-
nadzbi u 2 4+ 1 dimenziji [111]. Naime, gravitacija u 2 + 1 nema propagi-
rajuc¢ih stupnjeva slobode, slicno kao modeli u 1 4 1 [112] te moze posluziti
kao svojevrstan “laboratorij” za matematicku fiziku, jer je zgodna za testi-
ranje raznih aspekata kvantne gravitacije i fizike crnih rupa. Entropija za
skalarno polje u pozadini BTZ crne rupe moze se dobiti koristenjem brick
wall cut-off-a i to za rotirajucu i stacionarnu BTZ metriku [110]. Pokazano
je da entropija ovisi o opsegu (povrsina u 2 + 1) crne rupe, dok cut-off ne
ovisi ni 0 masi, niti o angularnom momentu BTZ crne rupe.

3.1.1 Nekomutativno skalarno polje u zakrivljenom
prostoru

Sada ¢emo poblize prouciti x-deformirano skalarno polje na klasi¢noj za-
krivljenoj pozadini. U nedeformiranom (komutativnom) prostor-vremenu
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djelovanje skalarnog polja (Klein-Gordon (KG)) je dano s

/ d*zv/=g (9" 0,00,¢ — m*¢* — {R¢?) (3.1)

dok je jednadzba gibanja dana s
1

V=g

gdje su m masa skalara, £ je parametar, a R je Riccijev skalar. Nas cilj je
generalizirati akciju (3.1) i jednadzbu gibanja (3.2) za nekomutativne pros-
tore, posebice za k-Minkowskijev prostor.

O (V=9 9"0,0) + m*¢+ERG = 0, (3.2)

Najprirodniji (a i najlaksi!) nacin da generaliziramo (3.1) jest da sva
tockasta mnozenja u (3.1) promoviramo u zvjezdasto (star) mnozZenje, tj.
f(x)g(x) = f(z) * g(z). Naime, postoji izomorfizam izmedu nekomutativne
algebre fl, generirane nekomutativnim koordinatama 2, i algebre A*, generi-
rane komutativnim koordinatama z,,, ali s novim nekomutativnim mnozenjem
u algebri x (tzv. star product). *-produkt za bilo koja dva elementa f(z) i
g(x) iz A* je definiran sa

fla)xg(z) = f(2)g() > 1 (3.3)
gdje su f(i) i g(2) elementi iz A, a akcija > : H — A je definirana s
0
rab (@) = 2uf(2), b F@) =i (3.4

Ovdje su z,, i p, generatori Heisenbergove algebre H i zadovoljavaju

[mwxu] = [p/upu] =0, [p,uvxu] = irr],uw (35)
gdje je n,, = dijag(+, —, —, —). Radi jednostavnosti razmatrati ¢emo m =

¢ = 0 slucaj. Dakle, postuliramo nekomutativnu akciju $ za k-deformirano
skalarno polje

:/d%\/—_g 9" (0ud * 9,9)

(3.6)
= /d4x\/—_g g <8Mq30yq§> 1> .

Vazno je napomenuti da ¢emo gravitaciju tretirati klasicno, tj. metrika g,
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je nedeformirana®.

Za sve daljnje racune koristit ¢emo eksplicitno k-Minkowskijev prostor
i pripadnu “teoriju realizacija”. Dakle, nekomutativne koordinate mozemo
realizirati pomocu operatora x i p kao

i’,u == xagoau(p). (37>
Znamo da ¢%,(p) mora zadovoljavati

&Pau 5 o 0%,

apP TV oph

Sto u u prvoj aproksimaciji vodi na

Pu = CLMQOO‘,, - auSOOé;u (38>

% =0p[1+ala-p)|+ Bapy +yp%au, @, B,7ER (3.9)

Realizacija proizvoljnog elementa u fl, t]. f je dana s

f= ) +ale- Eya-p) 4 fla- )00 ) 410 ) p), (310
sto vodi na *-produkt (3.3) (do prvog reda u a,,)
() gla) =[(@)g(@) + i0(e - (- ) -
ifa- o)L 2 pin(a- Dy )

Uvrstavajuéi f = g = d¢ u jednadzbe (3.6) i (3.11), mozemo razviti neko-
mutativno djelovanje do prvog reda u a,

3280—1—/(1437\/—9 g

P
O0x°OxH

(3.12)

@2¢ . 82¢ aaxﬁ ((%&,Qﬁ)

OxgOxt L O0xo0zH

{iax” a® +if(a-x)

*Naime, procedura koju ovdje izlazemo je poseban slucaj (A # 0 i B = 0) opdenitije
procedure opisane u Dodatku E. Ovaj specijalni slu¢aj se sastoji u tome da moramo uzeti
limes malih zakrivljenosti (slabog gravitacijskog polja) ((E.5)— §uw = guw + O(a - 09)) te
ostavljaju¢i samo doprinose linearne u a,. Znaci, u ovom poglavlju zapravo istrazujemo
nekomutativno skalarno polje qAS na generickoj klasi¢noj pozadini opisanoj s metrikom g, .
Vazno je napomenuti da ¢emo u ovom poglavlju ovo uzeti kao pocetnu pretpostavku pri
izvodu svih relevantnih jednadzbi, poSto nam je cilj proucavati vodeée popravke entropiji
BTZ crne rupe. BTZ crnu rupu smo izabrali zbog jednostavnosti, jer nam moze posluziti
kao dobar toy model, iako procedura vrijedi za proizvoljnu metriku (a procedura u Dodatku
E uzima u obzir i nekomutativne korekcije same gravitacije).
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Uvodimo
AP — /_—g gﬁa (axaaw 4 ﬂ(a . x)nm + Waax'g (3_13)

tako da sad nekomutativno djelovanje mozemo konciznije zapisati na sljedeci

nacin
- 82q§ 8%
_ 4 aByd
S=38y+ /d T (A v e 83:78365) . (3.14)

Polaze¢i od teorije nekomutativnog skalarnog polja, opisane nekomuta-
tivnom akcijom (3.14), mozemo izvesti jednadzbe gibanja za polje ¢. Uocite
da (3.14) sadrzi vise derivacije skalarnog polja, tj. lagranzijan je

L = L(¢,00,0%, 1), (3.15)

pa trebamo koristiti opéenite Euler-Lagrangeove jednadzbe

0L 0L 0L
Oy————-0,0,———F—=—. 3.16
"5(0,9) "5(0,0,0) ¢ (3.16)

Koristeéi (3.14) slijedi Euler-Lagrangeova jednadzba za nekomutativno skalarno

polje u zakrivljenom prostoru

0o(v/—3 977 0,9) = 0a05(A*°0,050) + 0,05(A*"1°0,050)

1
5 0 00u (A0, 056 + A0, 056). (3.17)

3.1.2 k-deformirano skalarno polje u BTZ pozadini

Do sada smo sve racune provodili za proizvoljnu metriku g,,(z). Posto su
nekomutativni efekti povezani s fizikom na Planckovoj skali, za ocekivati je
da ¢e prostor-vrijeme opisano metrikom crne rupe biti prirodna pozornica za
istrazivanje nekomutativnih teorija. Imajuéi to na umu, uvrstiti ¢emo BTZ
metriku [111; 113] u jednadzbu (3.14) te éemo zapravo na taj nacin koristiti
k-deformirano skalarno polje kao probu za BTZ geometriju, kako bi istrazili
mogucée nekomutativne efekte u fizici crnih rupa (sliécnu motivaciju je imao
i Hawking kada se posluzio kvantnim poljem kao probom za klasi¢nu crnu
rupu, a naposljetku je dobio informaciju o njenoj entropiji, koja bi trebala
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biti na neki na¢in mjera dostupnih kvantnih stanja unutar same crne rupe).
BTZ crna rupa je opisana sljede¢om metrikom

5 —8GM 0 0
1
G = 0 o ’;—2278GM 0 ) (318>
0 0 —r?

gdje smo uzeli da crna rupa nema angularni moment, tj. J = 0 i koordinate su
(t,r,0). Uslucaju J = 0 BTZ crna rupa ima jednostven horizont 7, = I/M.
Kao sto je ve¢ bilo receno, razmatramo nekomutativno polje ngS na nede-
formiranoj klasi¢noj pozadini g,,, tj. u onom $to slijedi koristit ¢emo (3.18)
eksplicitno u jednadzbama (3.13) i (3.14) te koristimo pojednostavljenje
a, = (a, 6) Tako smo sada znatno pojednostavili situaciju, jednadzbe gibanja
koje dobijemo su i dalje netrivijalne te smo primorani koristi jos aproksi-
macija (naravno samo ako su fizikalno opravdane). Prva aproksimacija koju
¢emo koristi je tzv. dugovalna aproksimacija, to jest u jednadzbi gibanja
¢emo se zadrzati samo na najnizim derivacijama (¢ >> 0%¢, 03¢, 0*¢). U
ovoj aproksimaciji svi ¢lanovi koji su proporcionalni s i v ne doprinose, jer
sadrze ¢lanove s visim derivacijama 0®3%¢. Samo ¢lanovi proporcionalni
s 0¢ prezive (vazno je napomenuti da ovdje samo analiziramo nekomuta-
tivne doprinose koji su svi ve¢ pomnozeni s parametrom deformacije a, te
se ova analiza naravno ne tice kinetickog ¢lanal!). Dakle, svi prezivjeli neko-
mutativni doprinosi su proporcionalni s parametrom S. Dakle, samo real-
izacije koje su parametrizirane s § doprinose jednadzbi gibanja u dugovalnoj
aproksimaciji. Naime, izbor realizacije je povezan s izborom vakuuma teorije
koji se u principu fiksira eksperimentom. Npr. izbor f = 1 bi odgovarao
prirodnoj realizaciji. Preostala jednadzba gibanja jos uvijek je dosta kompli-
cirana, pa ¢emo koristiti WKB aproksimaciju kako bi nasli spektar. Dok god
je M >> 11 zadrzavamo se na linearnim ¢lanovima u a,, moZemo koristiti
ansatz ¢(r,0,t) = R(r)e '™ kako bi proveli separaciju varijabli. Nakon
Sto uzmemo sve gore navedeno u obzir, dolazimo do radijalne jednadzbe

r?\ 0°R 3r2\ OR

- (3.19)
+<m2 9 r 87‘?5?—8GM>R

W oA, MWW o
r = —8GM I? = —8GM

Y

koja ¢e biti glavni objekt istrazivanja za ostatak ovog rada.
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3.1.3 Brick wall metoda i entropija

Racunanje entropije crnih rupa koriste¢i brick wall metodu je prvi put uve-
deno u [86], a u [110] je primjenjeno i na slu¢aj BTZ. Mi ¢emo ovdje pratiti
isti slijed argumenata kao u [110], tako da iz jednadzbe (3.19) za r-ovisni
radijalni valni broj dobivamo

2 1 8 SGM
k2 rm,w)=— 2m +w2——|—a 2l2—
) = = o) (= —sam) P (2 _san)
(3.20)

gdje smo korisitili ansatz R(r) = ¢! Jmdr 3 WKB aproksimaciju. Prema

polu-klasi¢nom kvantizacijskom pravilu za radijalni valni broj slijedi

L
™m = / k(r,m,w)dr, (3.21)

++h

gdje je n > 0 glavni kvantni broj, m trebamo fiksirati tako da k(r, m,w) bude
realan te h i L su redom ultraljubicasti i infracrveni regulatori’. Za ukupan
broj stanja s energijom manjom od w imamo

mo mo 1 mo L
v= Z n = / dm n = %/ dm k(r,m,w)dr. (3.22)
Tmo —mo

—mo r++h

Za slobodnu energiju na inverznoj temperaturi Sr crne rupe vrijedi

1
D DT | Eere R
OrF = Zln (1 — efﬁTE) = /dz/ln (1 — e*BTE) / parc. integ. (3.23)
_ —/ apBrviE)
0

efrE — 1

Sada izraz za slobodnu energiju F' postaje
JA— / / / dm k(rmw).  (3.24)
- = m k(r,m,w .
T Jo eBTW —1 )i

"U daljnjem racunu za slobodnu energiju i entropiju koristiti éemo limes L — oo i
razmatrati h ~ 0 te ¢emo se zadrzati na najdivergentnijem ¢lanu u h.
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Nakon sto provedemo sve integracije i zadrzimo najdivergentniji ¢lan u h,
slijedi ‘
2 ¢(3) 1 (8GM)iVi((2)

"rcamr v T B

Sto predstavlja egzaktan rezultat u smislu WKB metode te ( je Euler-Riema-
nnova zeta funkcija.

(3.25)

Sada mozemo izvrijedniti entropiju za nekomutativno skalarno polje ko-
risteci S = 755 o Dakle, dobivamo

BB 1, S (8GM)VI((2)

N 3(8GM) avan T A (3.26)
s ( 8GM (@) T) '
3

gdje je Sy entropija BTZ crne rupe u nedeformiranom slucaju sa Hawkingovom

temperaturom [ = 2“ . Ova entropija je ekvivalentna s Bekenstein-Hawkingovom

A _ 271'1“+
4G T 4G

. Koristiti ¢éemo tu ekvivalenciju kako bi smo fik-

9G?C%(3)vV8GM

8l '
Drugim rijecima, izabrali smo h tako da dobivena entropija zadovoljava
entropija-povrsina (opseg) zakon, sli¢no kao i u [86].

entropijom Sy =
sirali cut-off h

h= (3.27)

Gornji rezultat mozemo iskoristiti u renormalizaciji (reskaliranju) Newto-
nove konstante. Ova renormalizacija je posljedica ¢injenice da je prirodno
za oCekivati da kvantni efekti na Planckovoj skali [108; 109] mogu biti i
nekomutativnog porijekla. Oznac¢imo Newtonovu konstantu na Planckovoj
skali s G*. Ako pretpostavimo da entropija-povrsina (opseg) zakon i dalje
vrijedi, ali s renormaliziranom Newtonovom konstantom, dobivamo

A
4G*’
Usporedujuéi dva izraza za entropiju, dolazimo do izraza za renormaliziranu
Newtonovu konstantu

1 1 8 afm ((2)
=1 (1 N 57@\/8@\4) | (3.29)

Primjetimo da G* ovisi o masi M, konstanti G' i deformaciji a. Naravno, u
slucaju a = 0 imamo G* — G.

S:

(3.28)
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Vazno je napomenuti da na$ konacni rezultat u kojem korisitimo entropija-
povrsina (opseg) zakon ne bi trebao biti preveliko iznenadenje, posto se
pokazalo da taj zakon je poprilicno robustan na razne modifikacije polja koje
se propagira (neovisno o tome da li je model lokalno Lorentz invarijantan ili
nije) [114].

Analizirajmo poblize nas rezultat. Dakle, koristili smo nekomutativno
skalarno polje x-Minkowskijevog tipa kao probu za istrazivanje svojstava
BTZ crne rupe, gdje smo se posluzili brick wall metodom [86] pri racunanju
nekomutativnih korekcija entropiji BTZ crne rupe. Ocekuje se da ¢e nekomu-
tativni efekti imati znacajniju ulogu na Planckovoj skali. Ve¢ se otprije zna
da zbog kvantnih efekata na Planckovoj skali moze do¢i do renormalizacije
Newtonove konstante [108; 109]. U naSem pristupu, takoder smo dosli do
svojevrsne renormalizacije Newtonove konstante. Pronasli smo i popravke
entropija-povrsina (opseg) zakonu koje ovise o realizaciji i nekomutativnom
parametru a. Ove popravke se skaliraju kao i uobicajena Bekenstein-Hawkingova
entropija Spy (koju smo mi oznacavali sa Sp). Ovo se razlikuje od situacije u
[92], gdje u najnizem redu, nekomutativne korekcije entropiji imaju dva tipa
doprinosa, gdje se samo jedan skalira s Bekenstein-Hawkingovom entropijom.
Nadalje, doprinos koji se skalira sa Spy ima negativan predznak, dok kod
nas taj predznak ovisi o af. Znacenje negativnog predznaka nekomutativnog
doprinosa u [92] je da se broj dostupnih mikrostanja smanjuje posto je en-
tropija manja. Medutim, kod nas predznak ovisi o af tako da je moguce da
nekomutativnost smanjuje ili pove¢ava broj dostupnih mikrostanja, ovisno o
tom predznaku.

Sustav crne rupe i skalarnog polja mozemo interpretirati kao dva podsus-
tava koji su razdvojeni horizontom crne rupe. Mozemo svakom od podsustava
pridruziti reduciranu matricu gustoce. To se napravi tako da od ukupne ma-
trice gustoce za cijeli sustav napravimo trag s obzirom na stupnjeve slobode
jednog podsustava (to napravimo za oba podsustava posebno). Nadalje, ako
je sustav opisan cistim stanjem, tada reducirane matrice gustote oba pod-
sustava vode na istu entropiju, koja se onda moze dovesti u vezu sa spregnu-
tom (eng. entanglement) entropijom [115]. Posljedi¢no, spregnuta entropija
obaju podsustava je jednaka. Drugim rijecima, entropija crne rupe jednaka
je entropiji modova skalarnog polja koji se propagiraju u i izvan horitonta
crne rupe, a to smo mi u stvari i izracunali.
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§ 3.2 Kvazinormalni modovi

Polazimo od jednadzbe (3.19) gdje koristimo sljede¢u zamjenu varijabli

MIi?
i dobivamo
d’R dR A C

l—2)—+(1—2)— —+B R=0 3.31
2( Z)d22+( z)dz+<z—|— +1—z> : (3.31)

gdje su konstante A, B i C' definirane kao

W2 m?

A= W + aoﬁgw, B = —m, C= 3@050&). (332)

Radijalna jednadzba (3.31) je analiticki rjesiva’ i njeno rjesenje je dano s
R(z) = 2*(1 — 2)°F(2), (3.33)
gdje je F'(z) hipergeometrijska funkcija koja zadovoljava

F F
z(l—z)i?%—[c—(ljta#—b)z]i—z—abF:O. (3.34)

Imamo sljedeée veze medu parametrima

c=2a+1, a+b=2a+28, ab=(a+p3)*—B (3.35)

ot =—A pB= %(1 + 1 —4C) (3.36)

tako da imamo
a=a+pf+ivV-B, b=a+—iV—B. (3.37)

Nadalje, bez gubitka opéenitosti biramo o = —ivVA i = %(1 — 1 —-40).

tPreimenovali smo parametre deformacije a8 = ao/3y, zbog kasnije pogodnosti.
$Vazno je uoditi da (3.31) ima isti oblik kao jednadzba (8) u [113], tako da u principu
samo izlazemo tamo napravljenu analizu.
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Zanimaju nas kvazinormalni modovi. Kvazinormalni modovi su rjesenja
koja su ¢isto ulazeéa na horizontu i is¢ezavaju u bekonaé¢nosti [116]. Opéenito,
nalazimo dva linearno nezavisna rjesenja jednadzbe (3.31): F(a,b,c,z) i
2'7¢Fla — ¢+ 1,0 — ¢+ 1,2 — ¢,2) u blizini horizonta z = 0. RjeSenje
koje zadovoljava uvjet da je ¢isto ulazece na horizontu je dano s

R(z) = 2*(1 — 2)°F(a, b, c, 2). (3.38)

Posto (3.38) vrijedi samo u okolini horizonta, za beskonacnost, tj. z = 1
posluzit ¢e nam linearna transformacijska formula

I'(e)'(a+b—c)

['(a)l'(b)
s(e)(c—a—D)

R(z) :za(l—z)mc’“’b Flc—a,c—bc—a—b+1,1—2)

“(1 - F(a,b b— 1,1—
+ 291 —2) T(e—aT(c—b) (a,b,a+b—c+1,1—2z),
(3.39)
gdje prvi ¢lan iScezava, a iS¢ezavanje drugog ¢lana nam daje uvjete
c—a=-n, ii ¢—b=—n, (3.40)

an=0,1,2... Ovi uvjeti u potpunosti odreduju frekvencije kvazinormalnih
modova. Imamo dva glavna moda: lijevi i desni. Njihove su frekvencije dane
s

2M vM
WL R = ﬂ:% + aoﬂol—z(fm +5)—2i T(n +1)F SaOBO%vM . (3.41)

Primjetimo da u limesu ay — 0 dobivamo uobicajene frekvencije kvazinor-
malnih modova za bezmaseno skalarno polje u pozadini BTZ crne rupe s

J =0 (vidi [113]).

Veza s fiktivnom komutativnhom BTZ crnom rupom

Posto je jednadzba gibanja, (3.31), za bezmaseno nekomutativno skalarno
polje energije w i angularnog momenta m u pozadini BTZ crne rupe mase
M i bez angularnog momenta (J = 0) po formi ekvivalentna s jednadzbom
gibanja skalarnog polja mase p/, energije w i angularnog mometa m u poza-
dini BTZ crne rupe mase M7 i angularnog momenta J/ (vidi jednadzbu (8)
u [113]), mozemo uspostaviti 1-1 vezu ova dva slucaja. Dakle, postoji pres-
likavanje izmedu naseg slucaja i onog opisanog u [113] preko usporedivanje
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parametara A, B i C' u oba slucaja:

w2 I m\2
A= ap b = gy (wre = o) = 4!
m? I mo\2
B=-——— =-___ " [ — Bf 3.42
AM T A -2 (“” z ”) (3.42)

ul
C = 3&060&) = —z = Cf,

te posto vrijedi
2 2
ry 4 2ryr_
mozemo izraziti sve parametre u fiktivnom komutativnom sluc¢aju preko
parametara nase nekomutativne situacije

M/

M =M (a, M), J =T (a, M), p=pl(a, M). (3.44)

Ova korespondencija nam sada olaksava interpretaciju. Naime, mozemo reéi
da je fizikalna interpretacija NC efekata ta, da testiranje BTZ crne rupe
(M # 0,J = 0) s masivnim nekomutativnim skalarnim poljem je ekviva-
lentno fiktivnoj komutativnoj situaciji u kojoj skalarno polje dobiva masu te
se samo geometrija prostor vremena mijenja, jer crna rupa mijenja masu i
dobiva angularni moment.



Poglavlje 4

Rasprava i zakljucak

Sada ¢emo diskutirati neke od fizikalnih motivacija za proucavanje matemati-
cke strukture k-Minkowskijevog prostora i njegove realizacije pomocu kvant-
nog faznog prostora.

k-Minkowskijev prostor i k-Poincaréova algebra pruzaju okvir za objas-
njenje nekih signala kvantne gravitacije, koji se mogu na¢i u opazanjima
ultra-visoko energijskih kozmickih zraka. Naime, devijacije od standardne
teorije se mogu modelirati modifikacijom disperzijskih relacija, ¢ija moti-
vacija dolazi iz deformacija prostora, a posebno k-deformacija [14; 118; 119].

Glavno je pitanje koji su ucinci fizike na Planckovoj skali, to jest kako
priroda nekomutativnih prostora utjece na konstrukeciju kvantne teorije polja.
Ociti ucinak je promjena statistike cestica. Naime, informacija o statistici
je ugradena u koalgebarski sektor Hopfovih algebri koje opisuju poopcéene
simetrije. Tocnije, Cesticna statistika je odredena s R-matricom. Npr. za
slobodno skalarno polje ¢ i poznavanjem R-matrice mozemo modificirati al-
gebru operatora stvaranja i poniStenja pomocu

¢(x) ® ¢(y) — Ro(y) @ o(x) =0 (4.1)

te deformirati uobic¢ajenu spin-statistika vezu za bozone na Planckovoj skali.
R-matrica je definirana s

] 5 P 8
R:str—1=1®1+m0xa<pﬂ®{%} —[%
ap=0

2
dag dayg Lozo N pﬁ) o)

(4.2)

=1®1+iagr + O(ad),

67
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gdje je r klasicna r-matrica. Vazno je napomenuti da mjerenje sustava koji
se sastoje samo od jednocesticnih observabli nece nikad otkriti da li je sustav
deformiran ili ne. Zakrenute deformacije koje ovdje razmatramo ¢e se mani-
festirati samo u visecesticnom sektoru.

Vidjeli smo da u komutativnom limesu [X,,, P,| daje metriku g,,, pa u
analogiji s tim mozemo interpretirati [X 1 15,,] (ili samo simetri¢ni dio) kao
nekomutativnu metriku g,,. Bilo bi vrlo zanimljivo nastaviti ovu analizu
i pokusati na¢i nekomutativne analogone Riccijevog tenzora RW i Ricci-
jevog skalara Rte pokusati analizirati nekomutativnu Einsteinovu jednadzbu.
Takoder zanimljivo bi bilo konstruirati lagranzijan ¢ija bi varijacija upravo
davala (2.172) kao rezultat principa minimalnog djelovanja. Pitanja vezana

za invarijantni linijski element jos uvijek ostaju otvorena.

U trec¢em poglavlju smo koristili BTZ crnu rupu kao model. Primjetite da
se BTZ metrika javlja u diskusijama vezanim za geometriju u blizini horizonta
velike klase crnih rupa [95]. Sli¢no, x-Minkowskijev tip nekomutativnosti se
javlja u nekomutativnom opisu nekoliko geometrija crnih rupa. Dakle, plauz-
ibilno je da neki od ovdje prezentiranih rezultata posjeduju odredenu dozu
univerzalnosti te posjeduju svojstva Sire klase geometrija.

Nadam se da smo u ovom radu uspjeli pokazati moguce fizikalne aspekte
nekomutativnih prostora te da smo uspjeli izgraditi fizikalnu intuiciju o tome
kako “izgleda” gibanje Cestica u takvim netrivijalnim situacijama. Ostaje
pitanje kako stvarno nekomutativni prostor izgleda, tj. ako je glatka mno-
gostrukost opis uobicajenog prostor-vremena, Sto je nekomutativni analo-
gon mnogostrukosti i kako on “izgleda” geometrijski? Kako ga sebi mozemo
zamisliti 7 Unatoc¢ velikom napretku nekomutativne geometrije kao grane
matematike, mislim da je zasada jo$ uvijek najslikovitiji prikaz nekomuta-
tivnog prostora ipak dan remek djelom 4.1 ingenioznog Jacksona Pollocka.
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Slika 4.1: Jackson Pollock “Untitled N.3”
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Dodatak A

Hopfova algebra

Hopfova algebra H je algebra (nad poljem C) s mnozenjem m : H®@ H — H
i dva algebarska morfizma A : H — H ® H (koprodukt), ¢ : H — C
(kojedinica) te C-linearnim preslikavanjem S : H — H (antipoda) koji za
svaki ¢ € H zadovoljavaju:

(A DA = (1 A)A(E)

(€@ DAL = (1@ eA(E) = ¢
m (S @ 1A(E)) =m (1@ S5)A(E)) = €(§)1

Operator zakretanja F € H ® H Hopfove algebre H je invertibilni element
koji zadovoljava

Fe)Ao)F=12F)(1loA)T,

mex1)F=1=m(l®e)TF.

Operator zakretanja F Hopfove algebre H sluzi za generiranje nove Hopfove
algebre H” | koja je dana s (H?,m%, AY, S €7). Vrijedi H = HY kao algebre
te € = 7. Novi koprodukt A7 i antipoda S” su dani s

AT = FAF!

ST=xSx!

gdje je x ' =m[(S®1)F].

Simetrije specijalne teorije relativnosti, tj. prostora Minkowskog alge-
barski su opisane Poincaré-Hopfovom algebrom U(P) koja je generirana rotaci-
jama, potiscima i translacijama. Analogno, simetrije xk-Minkowskijevog pros-
tora su opisane k-Poincaré-Hopfovom algebrom U(P,).

71
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Zasto nam treba “Hopf” pri opisu simetrija specijalne relativnosti? Naime,
jednocesticna asimptotska stanja se transformiraju s obzirom na ireducibilne
reprezentacije Poincaréove algebre P definirane s

[M;u/a M)\p] =—i (nuAM,up - nuAMVp - nz/pM,u)\ + n,upMy)\)
[P;MPV] 207 [M,ul/ap)\] =—1 (nVAPu_T]u)\Pu)-

Da bi prosirili djelovanje simetrijske algebre s jednocesti¢nih na visecesti¢na
stanja, treba nam koprodukt A : U(P) — U(P) @ U(P).

Ako je p reprezentacija* od P koja djeluje na vektorskom prostoru V' kao
|¢) — p(A) @), gdje je A € Pi|¢p) € V, tada za djelovanja na dvocesti¢no
stanje imao

[01) @ |¢2) = (p @ p)A(A) [91) @ |¢2)

Zanimljivo je da je zamjena Cestica dana s flip operatorom 7 te su moguce
statistike cestica odredene iz kompatibilnosti s koproduktom [r, A] = 0.
Dakle, kao klju¢ne objekte Poincaré-Hopfove algebre U(P) imamo:

koprodukt A : U(P) — U(P) @ U(P), s pripadnim djelovanjem na generatore

AM,, =M, ®1+1®M,,, AP,=FP,®1+11F,
kojedinica € : U(P) — C, s pripadnim djelovanjem na generatore
€M) = €(B,) =0
antipoda S : U(P) — U(P), s pripadnim djelovanjem na generatore
S(Bu) = =Py, S(Myuw) = =M.

Tako npr. za djelovanje generatora translacija P, na jednocesticna stanja
zadanog impulsa vrijedi

p(Bu) p) = pulp)
dok za djelovanje na dvocesti¢no stanje imamo

(p2p)A(F,) [p1)@[p2) = (p2p) (B, @1+1@F,) [p1)@|p2) = (p1+p2) [P1)]p2)

Medutim mi u fizici ¢esto samo piSemo

P, |p1) @ |p2) = (p1 + p2)u|p1) @ |p2)

jer znamo da je impuls ocuvan, pa nekako uspijemo izbjec¢i eksplicitno koristenje
Hopfove algebre, ali ona je veé¢ tu ¢im smo napisali gornju relaciju.

*Tocnije p: P — End(V).



Dodatak B

Hopfov algebroid

§ .1 Kvantni fazni prostor kao Hopfov
algebroid

Hopfov algebroid* je definiran totalnom algebrom 3 (kvantni fazni prostor),
baznom algebrom A, mnozenjem m, koproduktom Ag, antipodom Sy, koje-

dinicom ¢q, preslikavanjem izvora «q i preslikavanjem mete (5y. Koprodukt
Ay je preslikavanje Ag : H — U(Rp)(A @ A)AgT /Iy definirano s (1.15). Ko-
produkt Ag je homomorfizam, zadovoljava (1.15) i uvijet koasocijativnosti

(Ao ®1)Ag = (1 ® Ag)Ao. (B.1)

Antipoda Sy je preslikavanje Sy : H — H i antihomomorfizam Sy(hihy) =
So(h2)So(h1) V hy, hy € H. Za generatore Heisenbergove algebre imamo

SO(@L) = Ty, SO<pu> = —Pu- (B.2)

Kojedinica € : H +— A je definirana s ¢g(h) = h>1 € A C H, V h € H.
Primjetite da eq(H) = A. Preslikavanje izvora agy : A — 3 i preslikavanje
mete 3y : A — H su jednaka i svode se na A — H. Koprodukt Ag, antipoda
So 1 kojedinica €; zadovoljavaju sljedece uvjete

m(eg (%9 1)A0 = m(l & Eo)AQ =1

B.3
m(So & ]-)AO = m(l & S())AO = €p. ( )

*Ovdje ¢emo izloziti strukture faznih prostora kao Hopfov algebroid i ne¢emo dati
opéenitu definiciju. Za opéu definiciju vidi [22; 23; 24].

73
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§ .2 Zakrenuti kvantni fazni prostor kao
Hopfov algebroid
Zakrenuti Hopfov algebroid j je definiran ukupnom algebrom H (kvantni fazni
prostor), baznom algebrom A (gdje su elementi A dani eksplicitno u nekoj
realizaciji), mnozenjem m, zakrenutim koproduktom Ay = A, antipodom
Sy = S, kojedinicom e5 = €, preslikavanjem izvora & i preslikavanjem
mete B Ova zakrenuta struktura takoder zadovoljava aksiome Hopfovog
algebroida. Koristeéi operator zakretanja F € (H ® H)/J i njegov inverz
F1 e (H®H)/Jo, koji zadovoljavaju uvjet kociklicnosti (1.24) i uvjet nor-
malizacije (1.26), mozemo definirati zakrenuti koprodukt Ah : AgH — AK

Ah=FANhF Y, V heXH (B.4)
koji zadovoljava uvjet koasocijativnosti
(AR 1A =(1®A)A. (B.5)
Antipoda S : H — H je homomorfizam definiran sa
S(h) = xSo(h)x™ (B.6)

gdje je x 1 = m[(Sy ® 1)F1]. Kojedinica ¢ : H — A C H je definirana s

éh) =m{F ' >®1)(e(h)®1)}. (B.7)
Dakle, imamo
eaf) =1, <ﬁ=f
fx9)=13g elfg= (B.8)
éeolf)) =F. elé(f)) =

Vi = f(z), g=glx) e Ai f = f(2), § = j(#) € A. Rekonstruirajmo
preslikavanja izvora i mete koristec¢i operator zakretanja. Prvo definiramo «

iﬁ,azﬂ*%ACﬂ{,ﬁ:A*—)fHkao

a(f(2) =m (T (> @ D(aw(f(2)) @ 1), a(f(z))=f(x)  (B.9)

Bf@) =m (FUE DB @) 2 1), Alf@) = fa).  ([B.10)
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Sada, preslikavanja izvora i mete su definirana kao

~

& = ael (B.11)

B = Beol ;- (B.12)
Koprodukt A, antipoda S i kojedinica € zadovoljavaju
mEx1)A=m(le S e SYA=1
m(S®1NA =81 S (B.13)
m(l® S)A =¢
te su kompatibilni s Hopf algebroid strukturom u [22]. Veza izmedu [22] i

naseg pristupa je dana s ae — €1 e — S~1e, posto u nasem sluéaju N
A c H. U nedeformiranom slucaju imamo ae — €y 1 Be — So €0 = €0.

§ .3 k-deformirani fazni prostor kao Hopfov
algebroid

k-deformirani fazni prostor H generiran nekomutativnim koordinatama z,, i
impulsom p,, takoder ima strukturu Hopfovog algebrmda koji je definiran s to-
talnom algebrom fH baznom algebrom Ac fH mnozenjem m, koproduktom
A (zadovoljava (B.5) (1.10)), antipodom S, kojedinicom ¢, preslikavanjem
izvora & i preslikavanjem mete B . Kojedinica € je definirana kao

éhy=hw1, VheX. (B.14)

Uvedimo ¢, kao desno mnozZenje s 7,

Yu f(i") = ]E(i)iu (B'15)
i
Ag, =1® 7, (B.16)
sa sljede¢im svojstvom
[im ij] - Oa [?jm ij] - _i(augu - au?)u)- (B'17)

Primjetite da Q” =7, ®1-1®%, sa SVOJstvom Qu » ARA=0 genenra
desni ideal g definiran kao J = U, (Q)H @ K i zadovoljava J » A ® A = 0.
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Antipoda S je definirana s S(y,) = 2, i zadovoljava

mExNA=m(l® S e S)A =1
m(S®1)A=S5"1e S (B.18)
m(l®S)A =¢

Antipoda za p,, tj. S(p,) slijedi iz m(S ® 1)A(p,) = m(1 ® S)A(p,) = 0.
Preslikavanje izvora & : A K je homomorfizam, a preslikavanje mete
B A — H je antihomomorfizam definiran s 3 = S~'a. Koprodukt A,
antipoda S, kojedinica ¢ i mnozenje m definiraju Hopf algebroid strukturu
H koja je izomorfna sa zakrenutom Hopf algebroid strukturom .

Vazno je uociti da operator zakretanja J koji dobijemo pomocu realizacija
(1.2) vodi na

Tp=m(F el (s, ®1) = Ta®,(p). (B.19)

Slicno za ¢, imamo

Ju=m (ff—l(> ®1)(z, ® 1)) = 243, (D), (B.20)

gdje je F definiran kao F = 70Fo, pri cemu je 7y operator izmjene, 15(h; ®
hg) =hy ® hl,Vhl, hy € H.



Dodatak C

Orginalni Feynmanov izvod
Maxwellovih jednadzbi

§ .1 Feynmanov originalni izvod

U ovom poglavlju ¢emo prikazati orginalni Feynmanov izvod, ili barem onaj
kojeg se prisje¢a Dyson, a pripisuje ga Feynmanu [67]. Do u detalje ¢emo
izloziti sve korake i kasnije komentirati sve posljedice. Izvod ¢emo izloziti
prate¢i radove [68; 71]. Izvod se temelji na sljedeé¢im pretpostavkama:

e Nerelativisticka cestica se giba u trodimenzionalnom Euklidovom pros-
toru s polozajem z;(t) (i = 1,2,3), gdje je t vrijeme.

e Brzina cestice 4;(t) i koordinate polozaja x;(t) zadovoljavaju sljedece
komutacijske relacije:

[xi(t)7xj(t)] =0, (Cl)

e Cestica zadovoljava Newtonovu jednadzbu:

Fi(x,@,t) = mii(t). (C.3)

Strategija dokaza jest derivirati relacije (C.1) i (C.2) po t i iskoristiti
Jacobijeve relacije. Operatore z;(t) i 4;(t) shvacamo kao nekomutirajuce
operatore u Heisenbergovoj slici.

Deriviranjem relacije (C.2) po t dobivamo

mlx;(t), &;(t)] +mlz;(t), z;(t)] =0, (C.4)

7
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pa koristenjem (C.3) slijedi
[:(t), F5(t)] = ml[i; (), &:(¢)]. (C.5)

Desna strana u (C.5) je antisimetri¢na obzirom na zamjenu indeksa i i j.
Zmnaci da mozemo pisati

[2:(1), F(8)] = —[a;(t), Fx(0)] = m[2;(t), ()] = —m[2:(2), ;)] (C.6)

Dobili smo da je komutator komponenata brzina antisimetrican tenzor u in-
deksima 7 i j, pa ga opéenito u trodimenzionalnom prostoru mozemo napisati
pomocu totalnog antisimetricnog Levi-Civita tenzora na sljedeéi nacin

mldi(t), &(t)] = —lwi(t), F(t)] = —eijn By (C.7)
Pomnozimo li (C.7) sa €;; i iskoristimo identitet
€ijk€ijl = 2041, (C.8)
dobivamo
m? . .

Relaciju (C.9) uzimamo kao definiciju operatora By, koji opéenito moze biti
funkcija od z, @ i t. Promotrimo Jacobijev identitet za z;, &, 1 &)

[z, [, Tk]] + [T, [Tk, x:]] + [Tk, [24, 25]] = 0. (C.10)
Na osnovu (C.2) slijedi da zadnja dva ¢lana is¢ezavaju, pa imamo
[, [#5, 2x]] = 0, (C.11)
pa zbog (C.7) naposljetku dobivamo
s, B;] =0, (C.12)

sto znaci da B;(z,%,t) komutira sa x(t), ali 1 puno vise od toga. Naime, za
opéenitu funkciju f(z,x,t), zbog (C.1) i (C.2), vrijedi

i fGo, )] = 5L (©.13)
(&3, f(2,t)] = ol (C.14)

m ox;’
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tako da ako funkcija komutira sa x znaci da ona ne ovisi o & i obratno. Dakle,
iz (C.12) i (C.13) slijedi

_ thOB;
N m 8@’

sto znaci da je B; samo funkcija od = i ¢, to jest Bj(x,t). Pogledajmo $to
nam daje Jacobijev identitet za x;, ; i i, tj.

[T, [}, Tk]] + [T, [Tn, @] + [Tk, [21, 25]] = 0. (C.16)

Mnozenjem (C.16) sa €z dobivamo

e, [£5, 2] = 0, (C.17)
odakle zbog (C.9) slijedi
[#1, Bi] = 0, (C.18)
sto u kombinaciji sa (C.14) daje
1h 0B,
t;, B = ———=—=0. C.19
o Bl = =5 (C.19)

Dakle, dobivamo da divergencija od B(z, t) is¢ezava:
V-B=0. (C.20)

Vratimo se sada na relaciju (C.7) u kojoj figurira sila Fj(z, 4,t). Bududi da
je sila opéenita funkcija od z, 7 i t, zbog (C.13) vrijedi

: ih OF;
[z, Fj(x,%,1)] = - 8:1'03’ (C.21)
$to uzimajuéi u obzir (C.7) daje
OF;

Sada mozemo gornju relaciju integrirati po x; i dobiti silu. Integracija je
trivijalna jer By ne ovisi o . Dobivamo

Fj(%‘, .f, t) = EjikBkjfi + Ej(ﬂf, t), (C23)

gdje je E;(z,t) proizvoljna vektorska funkcija koja ne ovisi o &. Treba
napomenuti da pri integriranju po & nije definirano stoji li &; lijevo ili desno
od By, Sto nije isto jer oni medusobno ne komutiraju. Sli¢na stvar se dogada
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i pri kvantizaciji klasi¢nih hamiltonijana, kada se javljaju produkti tipa xp,
pa se onda takvi produkti simetriziraju kao zp — %(:Ep + px). Naime, na-
jnepristraniji pristup rjeSavanju ovakvih problema jest tzv. Weylovo uredenje
operatora (vidi [72]) koje ¢emo oznacavati s (...). Imajuéi ovo u vidu, za silu
dobivamo

Fj<x7 z, t) = Ej (l‘, t) + <€jik:$'in> ) <C24)

odnosno,

Fw,i,t) = E(w, )+ (¥ x B), (C.25)

Sto ima oblik Lorentzove sile. Izracunajmo sada totalnu vremensku derivaciju

jednadzbe (C.9)
dBl 8Bl < . 8Bl > . im2

ZL’maT _Tejkl[féjai'k]- (026>

ot ot

Desnu stranu u (C.26) mozemo pomoc¢u (C.3) i izraza za silu danog u (C.24)
napisati u obliku

2

m (&5, ]
— kT, Tk =
hz'mj ] im (C.27)
= _?Ejkl[Eja Ti] — = €ik€jmn ([T B, Tx]) .
Dalje, koristenjem identiteta
€ikl€imn = 5km5ln - 5kn5lm; <C28>
relacija (C.27) postaje
im? ]
— €kl Tj, Tk =
h’imj j im im (C.29)
= ——6u|Ej, &x] — = ([ B, &x)) + = ([ Bk, ix]) -
h h h
Koristeéi Leibnitzovo pravilo za komutatore
[AB,C]| = A[B,C] + [A,C]B, (C.30)
dobivamo
im?
- Tejkl[$jyl’k] =
= —?Ejk;z[Ej, T — T (Tr[Br, T1] + [Tk, Tx) By — @[ By, T1] — [0, 2] Br) -

(C.31)
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Drugi ¢lan pod Weylovim uredenjem u (C.31) je identicki jednak nuli, a zbog
(C.7) zadnji ¢lan je ~ €y BBy = 0. Koristenjem (C.14) i uvrstavanjem
(C.29) u (C.26), naposlijetku dobivamo

0B, . 0B, OE; . 0By . 0By

— me—— ) = €jk—=—" — ) - — ). C.32

ot +<x 8$m> F e T\ oz ) T\ o (C:32)
Vidimo da je drugi ¢lan na lijevoj strani jednak drugom ¢lanu na desnoj

strani jednadzbe. Zadnji ¢lan na desnoj strani je zbog (C.20) jednak nuli.
Kao rezultat nalazimo

0B, OE;
I e C.33
82& ijl 8xk ’ ( )
sto vektorski napisano daje
0B -
E—FVXE—O (C34)

Dakle, polazeéi od relativno opéenitih pretpostavki (u duhu kvantne mehanike)
nasli smo najopcenitiji izraz za silu (C. 25) koji Je po formi jednak Lorent-
zovoj sili. U njoj figuriraju operatori E(z,¢) i B(z,t), koji moraju zado-
voljavati jednadzbe (C.20) i (C.34), koje su po formi jednake homogenim
Maxwellovim jednadzbama. Jednadzba (C.20) implicira da se B moze napisati
kao rotacija vektorskog polja, a onda se zbog (C.34) moze uvesti i skalarno
polje na nacin da vrijedi

B =V x A, (C.35)
. . 04
E=-Vd—- — .
Ve - (C.36)

gdje je ®(z,t) skalarni potencijal, a A(z,t) vektorski potencijal. Postoji
bazdarna sloboda pri odabiru potencijala. Ako redefiniramo operatore na
nac¢in da

B

—

oL

_>
(C.37)
N

=
R0

tada za jednadzbe (C.20), (C.34), (C.25), (C.35) i (C.36) redom dobivamo

ﬁ~§:@ (C.38)

, (C.39)

0
Pz, 2,t) = qB(x,t) + & <* x §> , (C.40)
&
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B=VxA, (C.41)
. . 104
E=-Vo——— (C.42)

gdje je g naboj Cestice, a ¢ brzina svjetlosti u vakuumu. Sada mozemo us-
postaviti korespodenciju izmedu nasih rezultata i elektrodinamike na nacin
da E identificiramo s elektri¢nim poljem, a Bs magnetnim poljem. To jest,
govoredi u Dysonovom smislu, nametanje komutacijskih relacija (C.1) i (C.2)
implicira da postoji elektricno i magnetno polje koje zadovoljava homogene
Maxwellove jednadzbe i da je sila na cesticu Lorentzova sila. Preostale dvije
nehomogene Maxwellove jednadzbe se uzimaju kao definicija izvora gustoce
naboja i struje.

§ .2 Galilejeve pretpostavke vs. Lorentz
invarijantan rezultat

Uoc¢imo da smo u proslom odjeljku krenuli s nerelativistickim pretpostavkama
invarijantnim na Galilejeve transformacije, a kao rezultat smo dobili Maxwellove
jednadzbe koje su invarijantne na Lorentzove transformacije. Kako je to
moguée? Cini se kao da u ovom Feynmanovom formalizmu mozemo is-
tovremeno pomiriti Newtonovu mehaniku i elektrodinamiku. Upravo je taj
problem naveo Einsteina na put prema otkri¢u specijalne teorije relativnosti
kao svojevrstan "popravak” Newtonove mehanike. U cemu se sastoji trik
[69]7 Naravno da je nemogude istovremeno zadovoljiti postulate Newtonove
mehanike i specijalne teorije relativnosti. Greska se sastoji u tome sto smo bili
zaneseni ljepotom, rezultata koji su po formi identi¢ni homogenim Maxwellovim
jednadzbama i Lorentzovoj sili, zakljucili da su preostale dvije nehomogene
Maxwellove jednadzbe ”samo” definicije izvora [68] i upravo to vodi na kon-
tradikciju. Naime, ispada da ako za definiciju polja B i E uzmemo relacije
(C.9) i (C.25), kako nam u principu i nalaze ovaj pristup, i s obzirom na njih
nademo kako se oni transformiraju na Galilejeve transformacije, pokazuje
se da su nase Maxwellove jednadzbe, to jest (C.20) i (C.34), ustvari isto
invarijantne na Galilejeve transformacije [70]. A za preostale dvije nehomo-
gene Maxwellove jednadzbe se uzima njihov oblik bez tzv. struje pomaka
kao definiciju izvora i sve je konzistentno i invarijantno na Galilejeve trans-
formacije. Taj oblik bez struje pomaka je svojevrstan nerelativisticki limes
Maxwellovih jednadzbi [73].

Sada ¢emo kvantificirati gornje tvrdnje. Dakle, Feynmanov pristup nam



83 § C.2. Galilejeve pretpostavke vs. Lorentz invarijantan rezultat

daje

m2

By, Z%Ekij[f'ufj]

(C.43)
Ei = mx, — €ijk <CL’JBk> .

Galilejeve transformacije za koordinatu i brzinu u sustavu (crtani) koji se
giba s obzirom na ishodiste brzinom v su

/

T; = x; — v,
o (C.44)
T = Ti — Uy,
pa se polje B ne mijenja, tj.
B! = B, (C.45)
Zbog (C.44) ispada da je akceleracija invarijantna
T = (C.46)
Sto se polja E tice, na osnovu (C.43) slijedi
Ez/ = Ez -+ eiijjBk- (047)

Ako sa (C.45) i (C.47) udemo u jednadzbe (C.20) i (C.34), koriste¢i trans-

formacije prostornih i vremenskih derivacija

0 0 0

% - a + Uz‘a_xi, (048)
0 0
o7~ omi’ (C.49)
dobivamo . .
oB" =, = 0B = o
V.B =V-B=0. (C.51)

Dakle, homogene Maxwellove jednadzbe su kovarijantne na Gallilejeve trans-
formacije kad se polja transformiraju obzirom na iste i kovarijantne na Lorent-
zove transformacije kad se polja transformiraju na relativisticki nacin. Ovo
je vrlo zanimljivo, ali se radi samo o matematickoj sluc¢ajnosti, jer to ne vri-
jedi i za nehomogene Maxwellove jednadzbe. Kontradikcija nastupa ako se
za definiciju izvora uzmu prave Maxwellove jednadzbe, jer one nisu kovar-
ijantne na Gallilejeve transformacije. Odbacivanjem ¢lana sa strujom po-
maka, Sto je ekvivalentno nerelativistickom limesu [73] i sa zahtjevom da se
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p 1 j; transformiraju nezavisno od polja, slijedi da su zadovoljavajué¢e ne-
homogene jednadzbe koje su kovarijantne na Galilejeve transformacije dane
S

— —

V- E = 4mp, (C.52)
V x B = 4rj. (C.53)

Pri tome, transformacije za gusto¢u naboja i struje moraju imati sljedeci
oblik

P = p—viji, (C.54)

Ji = Ji- (C.55)

Tek sada mozemo (uz redefiniciju polja) na konzistentan nacin proglasiti
E elektriénim poljem, B magnetnim poljem, F Lorentzovom silom i dane
jednadzbe za polja Maxwellovim jednadzbama (u nerelativistickom limesu
naravno!). Dakle, imamo

V-B=0, (C.56)
. . 10B
E+ == .
V x +cc9t 0, (C.57)
V- E = 4np, (C.58)
R P
VXBZ%j, (C.59)
- . oA q /- =
F(z,i,t) = qE(x,t) + - <x X B> , (C.60)
B=VxA, (C.61)
L . 194
E=-Vd_— -, 62
\Y e (C.62)

§ .3 Klasi¢ni limes Feynmanovog pristupa

U prvom odjeljku ovog poglavlja prezentirali smo Feynmanov pristup, u ko-
jem su klju¢ne pretpostavke da su x; i 2; operatori u Heisenbergovoj slici i da
zadovoljavaju komutacijske relacije (C.1) i (C.2). Medutim, nigdje u rac¢unu
nismo iskoristili eksplicitnu definiciju komutatora, to jest [A, B] = AB — BA,
ve¢ samo neka njegova svojstva [71]. Koristili smo, naime,

() antisimetricnost

[A, B] = —[B, A], (C.63)

(47) bilinearnost
N £ uB,C] = MA, C] + u[B, O], (C.64)
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[A,A\B £+ uCl = A\A, B] + ulA, C, (C.65)

gdje su A i p proizvoljni c-brojevi,
(7i1) Jacobijev identitet

[A,[B,C)] + B, [C, A]] + [C, |A, B, (C.66)

(iv) Leibnizovo pravilo 1
[AB,C] = A[B,C] + [A, C]B, (C.67)

(v) Leibnizovo pravilo 2

d dA dB
S4B = <2 B+ (4,52

(C.68)
Valja uociti da Poissonova zagrada {, } takoder zadovoljava svojstva (C.63)-
(C.67). To je direktna posljedica njene definicije

0A0B 0AOB

A, B} =
{ b= 8q 8p (9p (9q

(C.69)

gdje su A(q,p) i B(q,p) klasicne opservable, koje ne ovise eksplicitno o vre-
menu, nego implicitno kroz ¢(t) i p(t), a to su generalizirana koordinata i
generalizirani impuls. Svojstvo (C.68), koje komutator automatski zadovol-
java, ne vrijedi za Poissonovu zagradu. Naime, totalna vremenska derivacija

od (C.69) je

dt{ B}_{CZ?,B}-F{ dB} (4, }(q gp) (C.70)

Zbog zadnjeg clana na desnoj strani jednadzbe (C.70) ne vrijedi svojstvo
(C.68). Bez poznavanja jednadzbi gibanja, to jest ¢ = h(q,p) ip = g(q,p), ne
mozemo nista zakljuéiti o svojstvima zadnjeg ¢lana u (C.70). Medutim, ako
znarno hamiltonijan H(q, p), mozemo iskoristiti kanonske jednadzbe gibanja

qg= ap H g p = —a—, pa za zadnji ¢lan nalazimo

o op _ 0°H O°H _
dq  Op 0qop Opdq

(C.71)

Dakle, ako postoji hamiltonijan sistema H(q, p), imamo

{ B}—{dA }+{A,%}, (C.72)
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Prema tome, zadovoljena su sva svojstva koja zadovoljava i komutator, a bile
su nam potrebne pri Feynmanovom izvodu. Znaci, potpuno analogni izvod
vrijedi i u klasi¢nim terminima, gdje x;(¢) opisuje trajektoriju cestice, a @;(t)
brzinu cestice te vrijedi =[,] — {,}. Analogno vrijede svi zakljucci kao i u
kvantnom slucaju, samo Sto sada baratamo s klasi¢nim velicinama, to jest
c-brojevima, a ne s operatorima, to jest g-brojevima. Ovo predstavlja lijepu
ilustraciju Ehrenfestovog teorema. Iako je orginalna motivacija bila kvantna
¢estica, Feynmanov pristup funkcionira i za klasi¢nu cesticu.

§ .4 Znacenje Feynmanovog izvoda

U ovom odjeljku odgovorit ¢emo na dva oéita pitanja. Jedno je: ”Sto ovaj
izvod zapravo znaci?”, a drugo: ”Zasto to sam Feynman nije objavio?”. Ovaj
pristup nam kaze na koji na¢in komutacijske relacije (koje su srz kvantne
mehanike) ogranicavaju mogucéu formu sile. U Feynmanovom pristupu nema
spomena lagranzijana, hamiltonijana, varijacijskog principa ili Heisenber-
govih jednadzbi. Feynmanova motivacija je bila naé¢i "novu” fiziku te je
sa svojim izvodom pokusao na¢i moguée alternative standardnoj teoriji [68].
Htio je, u potrazi za opcenitijom teorijom, izbjeé¢i koristenje standardnih
metoda (lagranzijana, hamiltonijana,...), a na neki na¢in je ponovno izveo
elektrodinamiku, to jest standardnu i dobro poznatu teoriju. Za njega je to
bio pokazatelj da je njegov "revolucionarni” program propao, i, ne izvevsi
niSta nova, rad nije niti objavio. Sreca je u tome sto ga je pokazao Dysonu,
koji ga je upamtio i 40 godina poslije nakon Feynmanove smrti, njemu u
cast i objavio. Da bismo razumjeli zasto Feynman nije objavio rad, treba ga
staviti u njegov povijesni kontekst. To je bila 1948. godina i svi su se mucili
spajanjem specijalne relativnosti i kvantne mehanike, a svi pokusaji su rezul-
tirali strasnim divergencijama u racunima opservabilnih veli¢ina. Feynman je
jos uvijek bio sumnjicav oko potpunog prihvac¢anja svih ”kvantnih dogmi” te
je pokusao izgraditi teoriju izvan uobicajenih konvencionalnih metoda teori-
jske fizike. U tim pokusSajima nije bio sam. Neki od najve¢ih fizicara tog
doba, uklju¢ujuéi Yukawu, Borna i Heisenberga [74], su pokusavali svojim
programima radikalno reformirati fiziku. Svi ovi pokusaji su propali, a za
Feynmana i njegov, jer je reproducirao "staru” fiziku. Dyson se nije slozio s
Feynmanom. Rad je bio vrijedan objavljivanja (Sto je i dokazano samim
Dysonovim objavljivanjem, a i raspravom koje je kasnije sam Feymanov
pristup zapoceo) jer u njemu ipak ima nesto novoga. Nova metoda i novi
pogled na problem su upravo ono $to nam i treba u fizici. Kako bi demon-
strirali da je Feynmanov pristup bas primjer nove metode, sada ¢emo isti
rezultat izvesti konvencionalnom metodom, toc¢nije Lagrangeovom metodom.
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Polazimo od komutacijske relacije izmedu impulsa pj, i polozaja x;
[z, pr] = ihdjy,. (C.73)
Mozemo definirati vektorski potencijal Ax(z) kao
pr = miy + Ag(x), (C.74)
ali tako da vrijedi (C.2), odnosno
[z;, Ax] = 0. (C.75)

Ag ne ovisi o brzini & ve¢ samo o x i t. U Lagrangeovom pristupu vrijedi

oL
Pk = EI (C.76)
: oL
Pk = Er (C.77)

gdje je L = L(z, &,t) lagranzijan. Integracijom (C.76) preko iy

-2

Lz, i,t) = /pkdx'k - /(m,c + A dig = 2R 4 (5, Ay — B(2), (C.78)

gdje smo iskoristili relaciju (C.74) i ¢injenicu da je ®(z) skalarna funkcija
koja ovisi samo o z i t. Derivacijom (C.74) po vremenu nalazimo

E —mxk—i—% —ml‘k+<xm%>+w. (079)
U drugu ruku, iz (C.77) i (C.78) slijedi
: oL . 0An, 0P
Pr = a_xk = <$ma—xk> a—xk (C.80)
Uvrstavanjem (C.80) u (C.79) dobivamo
. . (0A,  O0A; od  0A
- Tom ZORVY 2 POk 81
may, <xm ( B, 8xm)> 2,8 5 (C.81)

Clan u zagradi, mozemo zapisati kao Fi,;, = Op A — OmAg. Ako definiramo
B; = €m0k A, tada zbog svojstva Levi-Civita tenzora vrijedi F,,, = €rpmuB.
Definiramo Ej = —0,® — 0;Ay. Zbog (C.3), mozemo (C.81) napisati kao

Fk = Ek + €kmi <l’mBl> . (082)



DobpATAK C. ORGINALNI FEYNMANOV IZVOD. .. 88

Dakle, poznavanjem Lagrangeove metode relativno jednostavno smo dobili
iste rezultate kao i Feynmanovom metodom, to jest dobili smo da zbog
Heisenbergove komutacijske relacije imamo Lorentzovu silu

ﬁ:5+<§x§% (C.83)
u kojoj su polja dana preko potencijala
E=—-V®—09,A, (C.84)

B=VxA, (C.85)

i kao takva automatski zadovoljavaju homogene Maxwellove jednadzbe te
lagranzijan

1

Medutim, Lagrangeova metoda zahtjeva pretpostavku postojanja lagranzijana,
njegove veze s impulsom (C.76) i (C.77) i pretpostavku o postojanju potenci-
jala, kako bi reproducirala zeljene rezultate. Nista od toga nam nije trebalo
u Feynmanovom izvodu, dapace, postojanje polja i potencijala slijedi kao
rezultat, odnosno Feynmanov pristup je nova i alternativna metoda i kao
takva vrijedna daljnjeg istrazivanja.



Dodatak D

Konstrukcija ﬁu

Postoji opcenitija konstrukcija operatora ﬁ“ (perturbativno u a,). Derivi-
ranjem jednadzbe (2.149) po 7 dobivamo

[P, X,] + [X,, P,] = i(a,P, — a,P,). (D.1)
Ovo nam fiksira samo antisimetriéni dio [P,, X,]. Mozemo pisati
(B Xo] = S + Ay (D.2)
gdje su guv = Svu i Auv — —A,,,. Koristeéi (D.1) i (D.2) dobivamo
A, = ~(a,P, — a,P,). (D.3)
U limesu a — 0 mora vrijediti
[Py X)) S [P X,] = gy, (D-4)
tako da do prvog reda u a, imamo S, = ig,, + 05(a),, tj.
S = 19w + 102G, (2)ps + O(a®), (D.5)
gdje je GWa'B = GWO‘B. Dakle, vrijedi
[P, X,)] = igu, + ia,G 5 ()ps + %(aHPy —a,P,). (D.6)

Mozemo dobiti jednadzbe za operator Glfy‘ﬂ(:z:) iz zahtjeva da vrijede Jacobi-
jevi identiteti do prvog reda u a. Zbog

(X, X,], o]+ [X0, Pa], Xo] + [Py, Xu], X, ] = 0 (D.7)
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dobivamo uvjet

aa(G o —G a) :aaa( aglﬂf —x ag#ﬁ) _I_Bma(aﬁag/“’ —a ag#ﬁ)

v B up v e Oxre v Oxro Ore v O
99w Ogus\ | 3
+ V(x ' a) ( ai:/g - 8;” + §(auguﬁ - aﬁguu)

(D.8)

« . . , . 0 . . ool e
Sada mozemo konstruirati GG u?/ﬁ (x) pomocu 1, G i %xb}, Sto simbolicki
mozemo zapisati na sljedec¢i nacin

dg
Guvas = > Ai(g - Mwap + Y Biln-g- %SC)M/&, Ai,BieR (D.9)

Dobiti ¢emo uvjete na koeficijente A; i B; uvr§tavanjem u jednadzbu (D.8) i
iz zahtjeva da poznajemo limes g, — 7,,. U konacnici G .43 je odreden
pomoc¢u parametara « i 5 te dodatna cetiri slobodna parametra. Koristeci
eksplicitni oblik za G4 moZemo u principu naci PH iz. jednadzbe (D.6).
Ova procedura je opcenita i vrijedi u prvom redu u a, ali se moze iterativno
ponavljati za rac¢unanje doprinosa visih redova. A priori konstrukcija gdje je
PH = gos(9)p" gpi i koju smo koristili u dosadasnjem radu jest poseban slucaj
ove metode, medutim, dok je ova metoda perturbativna, ovaj ansatz je neper-
turbativan te vrijedi u svim redovima te je njegova konstrukcija prirodna i u
snaznoj analogiji s komutativnim slucajem.



Dodatak E

Nekomutativno skalarno polje u
nekomutativnom zakrivljenom
prostoru

U trecem poglavlju zbog nedostatka kompletne teorije kvantne gravitacije,
prisiljeni smo ograniciti nasa istrazivanja na k-deformacije polja i tretirati
gravitaciju klasicno. Medutim, u [15], analizirana je geodetska jednadzba
za Cesticu u k-deformiranom zakrivljenom prostoru. U ovom pristupu, tj.
tzv. “Feynmanovom pristupu”, komutator izmedu koordinate polozaja X pl
impulsa B, moze se interpretirati kao nekomutativna metrika

s ~ AN . ~ 8 ay o «@
[Xua Pu] = _Zgul/ - _Zgaﬂ(y) <pﬁ 5;0 2 w + @ 1/905#> (El)
gdje je
L OGyuw OGyuw OGyuw
9ur(3) = g (@) +7(x- S (a-p) +(a- 2 (a-p) + Bla-a) (F2-p) (E:2)

Jednadzba (E.1) nam omogucava da analiziramo k-deformacije metrike. Pos-
tuliramo nekomutativno djelovanje* 8§ za nekomutativno skalarno polje u k-

*Npr. jedan jednostavniji primjer nekomutativnog prostora je tzv. Moyalov prostor
koji je definiran s [Z,,%,] = i0,,, gdje se O, tretira kao konstantni tenzor. U ovom
pristupu (vidi [47; 94; 51] i reference u tim radovima), simetrije opée teorije relativnosti,
tj. simetrije difeomorfizama su formulirane u jeziku Hopfovih algebri, koje su prirodan
okvir za proucavanje kvantizacije Lievih grupa i Lievih algebri. Zatim je teorija grav-
itacije formulirana na nac¢in da je kovarijantna s obzirom na deformirane difeomorfizme,
Sto automatski vodi na nekomutativnu geometriju. Ovdje je nuzno uvesti star-produkt,
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deformiranom prostoru s netrivijalnom metrikom na sljede¢i nacin

§— / Ao/ =g (¢ % D, % 0,0)

(E.3)
_ / dla/—g (g%ﬁa@w).

U slucaju x-Minkowskijevog prostora mozemo koristiti takozvanu “teoriju
realizacija” (vidi prvo poglavlje ili [13; 20]) i razviti star produkt kao formalni
red i deformaciji a,. Primjetite da u gornjoj relaciji ostavljamo volumen d*z
nedeformiran [117]. Mozemo razviti gg i g, do prvog reda u deformaciji

b= 6@) +ale- D)@ p) + 6200 ) 420 9N w-p), (B

f],uu =0Guv (?)) + QO‘QW(G : p) + agl/ﬁaupﬁ + B(WWQaBaapﬂ + guﬁaﬁpu + guaaapu)

+ V(Q,uﬁaupﬁ + guﬁpﬂau + guapaaV)a
(E.5)

te uvrstiti u djelovanje, koje takoder razvijamo do prvog reda u a,. Uvedimo
sljedec¢u notaciju zbog jednostavnijeg racuna

Guw = G + 100G ()05 = G +0(Gu)s 0(g) > 1 =10

. _ (E.6)
Ot = 0,0 + 1000’ (2)05 = 0,0 + 6(0,8),  6(Du0) > 1 = 0.

zakrenute simetrije, operator zakretanja i znati njihove medusobne veze. Konstrukcija
koju izlazemo u ovom Dodatku (a i njen specijalan sluc¢aj u poglavlju 3) je kovarijantna s
obzirom na zakrenute difeomorfizme. Vazno je naglasiti da je moguce konstruirati odgo-
varajuéi operator zakretanja (koji se konstruira kao u prvom poglavlju u [20], gdje smo
pokazali da za svaku realizaciju postoji odgovarajuéi operator zakretanja koji vodi na jedin-
stveni asocijativni star produkt) ¢ija primjena se svodi na konstrukciju u ovom Dodatku te
osigurava opéu kovarijantnost pocetne akcije. Ovdje éemo krenuti od star produkta i real-
izacije. Medutim, mogli smo jednako tako krenuti od operatora zakretanja te koristenjem
zakrenutih difeomorfizama nadéi jednadzbu gibanja. Glavna prednost koristenja star pro-
dukta jest da kada napiSemo djelovanje pomoc¢u njega onda, je ono automatski kovarijantno
s obzirom na deformirane simetrije. Naravno u grani¢nom slucaju a, — 0, star produkt
se svodi na obi¢no mnozenje i vracamo se na uobicajenu komutativnu kovarijantnost.
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Razvijanjem djelovanja (E.3) do prvog reda u deformaciji nalazimo

S = [ 4o/ (g + 3(0)) (9,0 + 50,0)) (0,6 + 5(0,6) 1
— [ AV g+ 8(0)) (0,606 + 5(0,6)0,0) 1
_ / A7/~ (G + 0(9)) (0,80, + [6(0,6), ,6]) 1
_ / A%/ =G (4" 0,00, + 4" [6(8,0), Byl + [6(gp)s DudDy]) + O(a?)

= SO + (ZSI.
(E.7)
Koristeci
5<au¢) = iaa@iﬁ('x)aﬁv (E8a)
zajedno s

% % %
0B (1) _ _ af | gro 8 B
(@) =a (w 8338:6“) 1 p Dz 50xH - RET (E8b)
guw) = iaanf(x)ag, (E.8¢)
te

dg dg dg
af3 _ nv af py B « Hv af B sa
G (r) =~ (x e ) " + a—axa x” + Bx _8905 + 20g,un™” + ag,” o)

+ Bwdd + guadl + 9uadl) + (9,705 + 9,700 + 9,762,

(E.8d)
dobivamo izraz za djelovanje (E.7)
5 % 9% %
— 4 — wv | ;oo I . . .
S =8+ /d T/ g{g [zax 8x”8x“a +iB(a x)aa:g@x“ + W@xoﬁx#

+ iaaGﬁf

¢ 0 0?¢ 0
0xPdx, Ox,  0xP0x, Oz, | [’
(E.9)

koji vrijedi do prvog reda u deformacijskom parametru. Nadalje, definiramo

AP =4/ =g ¢7 (ax®a” + B(a - 2)n™ + ya®z?) (E.10a)

agx” (0,0,9)
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Bfa = 1i\/—¢g a, (Gz‘f + Ggﬁ) , (E.10b)
tako da mozemo zapisati djelovanje u nesto kompaktnijoj formi

) P¢ 0% 96 0¢
— 4 affvé aBy -
S=50+ /d ’ <A 912028 001070 B Oz*0x” 8:707) - (B

Jednadzba (E.11) predstavlja djelovanje za nekomutativno skalarno polje u
nekomutativnom zakrivljenom prostoru, razvijeno do prvog reda u deforma-
cijskom parametru a.

Polazedi od djelovanja (E.11), mozemo naéi jednadzbe gibanja za polje ¢.
Uocite da djelovanje (E.11) sadrzi vise derivacije u polju ¢, tj. nas lagranzijan
je L = L(¢,0¢,0%p,x). Dakle, moramo koristiti Euler-Lagrangeove jed-
nadzbe za teoriju s visim derivacijama. Fuler-Lagrangeova jednadzba za nas
slucaj glasi

0L 0L 0L
) - 0,0, = = E.12
50,00 " 50,0,0) 0 (12
Pri racunu jednadzbe gibanja trebat ¢e nam
0L 0(0at)) 6(0a0s9) v
= =0, =0t L = R + Lo — e E.13a
09 5(9,9) 50,0,6) 78 %0 = Ouy (B3
0L
= 2y/—=g ¢°,0") + B (0,050), E.13b
50,0 V99 ¢ (0a059) ( )
i
0L

I AP [(5565 4 6065 — ©°5)(0,050) + (678 + 8265 — ©°5)(3a030)]
6(950,9)

+B(0705 + 0405 — O45)(0,9),
(E.13¢)

gdje smo definirali ©); = 1 kada a = f = p = v i O, = 0 inace. Dakle, za
jednadzbu gibanja dobivamo

0, (v/=G 6% 0y d) = Bas(A®%8,856) + 8. 95 (AP0, 50)
+0,05(B°710,0) — 50,(B°0,00)
- % 3 0u0, (AP, D56 + A0, D5 + B0, ).
’ (E.14)

Kao sto vidimo jednadzba (E.14) je poprilicno netrivijalna, pa ¢emo njenu
analizu rastaviti na tri moguca rezima:
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e Nekomutativno polje ngS na klasi¢noj pozadini g,,. U tom slucaju A # 0,

B =0, gdje su A i B definirani u (E.10).
e Komutativno polje ¢ na deformiranoj pozadini g,,: A =0, B # 0,
e Nekomutativno polje ¢E na deformiranoj pozadini g,,: A # 0, B # 0.

Mi smo detaljno analizirali prvi slucaj u trecem poglavlju, a preostala dva
ostaju za buduca istrazivanja.
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