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Uvod

U ovoj disertaciji razmatraju se korekcije gravitacijskom medudjelovanju koje proizlaze iz uci-
naka kvantnih polja. U razli¢itim teorijskim modelima, koji ukljuuju kvantnu teoriju polja
u zakrivljenom prostor-vremenu te pristup kvantnoj gravitaciji koji poc¢iva na upotrebi usred-
njenog efektivnog djelovanja, neizbjezna je pojava ovisnosti tih parametara o proizvoljnoj en-
ergijskoj skali koju je potrebno uvesti kako bi se teoriju regulariziralo (dimenzionalna reg-
ularizacija, regularizacija gornjom granicnom vrijednoS$¢u integracije). Postojanje ovisnosti
parametara o takvoj proizvoljnoj skali omogucuje primjenu metoda renormalizacijske grupe
kojom se sluzimo kako bismo utvrdili funkcijsku ovisnost parametara o toj skali. U teori-
jama poput kvantne elektrodinamike tu je ovisnost moguce pretociti u ovisnost efektivne kon-
stante vezanja (efektivnog naboja) o energijskoj skali koja ima fizikalno znacenje. U slucaju
spomenute kvantne elektrodinamike relevantna fizikalna skala je impuls (prijenos impulsa) Ces-
tica koje sudjeluju u procesu. Medutim, kada razmatramo ucinke kvantnih polja na parametre
gravitacijskog medudjelovanja nije moguce na direktan nacin dovesti u vezu proizvoljnu regu-
larizacijsku skalu s odgovaraju¢om fizikalnom skalom. Stoga se u toj situaciji pribjegava izboru
fizikalne skale koji je motiviran kvalitativnim argumentima. U literaturi su prisutni razliciti od-
abiri ovisno o razmatranom sustavu te su najéesée plod intuicije pojedinog znanstvenika o tome
Sto je u danoj situaciji fizikalno najprimjereniji izbor. Kako o tom izboru ovise efektivne vri-
jednosti konstanti vezanja, njime su odredena i sama predvidanja koriStenih teorijskih modela.
Kako se ona ne bi oslanjala na subjektivni osjecaj o tome §to je fizikalno najprimjereniji izbor,
javila se potreba iznalaZzenja metode koja bi smanjivala proizvoljnost tog izbora. Upravo je
jedna takva metoda, zasnovana na zahtjevu oCuvanja kovarijantnosti na odabranoj razini prim-

jene, srediSnja tema izlaganja u ovoj disertaciji.



UvoD

Disertacija je organizirana na sljedeci nacin:

U prvom poglavlju izneseni su rezultati opaZanja u kozmologiji i astrofizici koji zahtije-
vaju postojanje komponenti Cija je priroda zasad nepoznata te su predstavljeni neki od
modela koji nude moguce objasnjenje. Medu njima su i modeli koji se oslanjaju na
upotrebu renormalizacijske grupe za parametre gravitacijskog djelovanja. IstraZivanja

predstavljena u ovoj disertaciji bave se upravo njima.

U drugom poglavlju prikazan je naCin na koji parametri gravitacijskog medudjelovanja
postaju ovisni o skali regularizacije. Detaljno je iznesen teorijski pristup kvantne teorije
polja u zakrivljenom prostor-vremenu koji se zasniva na upotrebi propagatora kvantnih
polja koje se konstruira u Riemannovim normalnim koordinatama (RNK). Poznavanje tih
propagatora omogucuje racunanje efektivnog djelovanja kojeg je potrebno regularizirati.
Regularizacijom se uvodi ovisnost parametara o skali upotrijebljenoj u tu svrhu. Taj je
formalizam u ovom poglavlju ilustriran na primjeru jednog supersimetricnog modela. Isto
tako, prikazan je i nacin na koji se ovisnost o regulatoru javlja u pristupu kvantnoj grav-
itaciji u kojem je srediSnji objekt razmatranja jedna vrsta efektivnog djelovanja koje se
naziva usrednjeno efektivno djelovanje. Ono je razliitog porijekla u odnosu na efektivno
djelovanje kvantne teorije polja u zakrivljenom prostoru-vremenu. I u ovom slucaju regu-
larizacija efektivnog djelovanja rezultira ovisno$éu parametara gravitacijskog medudjelo-
vanja o skali usrednjavanja koja odreduje koji se modovi polja na danoj energiji razma-
traju. Za oba su pristupa prikazani razliciti rezultati u astrofizici i kozmologiji, odnosno
predvidanja koja proizlaze iz odredenih identifikacija proizvoljne skale pomocu fizikalnih
veliCina koje su motivirane kvalitativnim razmatranjima. Medu njima je izloZen i rezultat
istrazivanja koje polazeéi od upotrebe renormalizacijske grupe za gravitacijske parametre
analizira problem rotacijskih krivulja galaksija [1]. U tom istraZivanju skala o kojoj ovise
reCeni parametri takoder je izabrana na osnovu kvalitativnih argumenata, a postizu se jako
dobri rezultati za brzine rotacija galaksija u usporedbi s ostalim predloZzenim modelima.
Kvaliteta rezultata tog rada izravna je motivacija za istraZivanja izloZena u ovoj disertaciji
kojima je cilj razviti sustavnu proceduru izbora fizikalne skale o kojoj parametri ovise, te

time smanyjiti proizvoljnost odabira iste.

U treem poglavlju prezentirana je metoda sustavnog odredivanja fizikalne skale o kojoj
ovise efektivne konstante vezanja. Ovo poglavlje opisuje primjenu metode na razini jed-
nadzbi gibanja s posebnim naglaskom na astrofizikalne sustave. Rezultati ovog poglavlja
potkrepljuju izbor koji je polazna tocka rada [1] predstavljenog u drugom poglavlju.

Samim time je osnaZen i cjelokupan pristup ovoj izazovnoj problematici.



* Osim na razini jednadZbi gibanja za gravitacijsko polje, mogudée je slicnu sustavnu metodu
primijeniti 1 uvodeci ovisnost parametara o skali ve¢ na razini samog djelovanja. U Cetvr-
tom poglavlju vidjet ¢emo na koji nacin odredivanje skale ovim putem vodi na modi-
fikacije gravitacijskog djelovanja koje pripadaju klasi f(R) teorija te time pruzaju teori-
jsku motivaciju uvodenju takvih ¢lanova viSeg reda u derivacijama metrickog tenzora u
opis gravitacije. Zanimljiv rezultat ovog poglavlja je 1 univerzalno djelovanje za grav-
itaciju, R? oblika, koje se javlja u slu¢aju postojanja netrivijalne (NG, od engl. non gaus-
sian) fiksne tocke za gravitaciju u okviru ideje asimptotske sigurnosti gravitacije. Prim-
jenom procedure odredivanja skale na razini jednadZbi gibanja takoder je moguce dobiti
djelovanja za gravitaciju za koja je u literaturi pokazano da mogu voditi na jedan jako
uspjeSan mehanizam koji moZe dati odgovore o maloj vrijednosti efektivne kozmoloske
konstante i problem koincidencije. Taj se mehanizam naziva mehanizam relaksacije. Na
jednom jednostavnom primjeru analiziran je i slucaj kada je djelovanje za gravitaciju

prosireno djelovanjem za polja materije sa interesantnim posljedicama.

* S obzirom na rezultate Cetvrtog poglavlja 1 prirodu univerzalnog djelovanja za gravitaciju
u NG fiksnoj tocki potrebno je imati metodu odredivanja dinamike ¢lanova oblika R" u
djelovanju. Iako u literaturi postoji nacin da se ta dinamika odredi, peto poglavlje pred-
stavlja jednu novu metodu kojom se to ¢ini. Ona je znatno jednostavnija od postojeéih, a

s posebnim je interesom primijenjena na R? slucaj.



UvoD

Glavni rezultati istrazivanja predstavljenih u ovoj disertaciji su:

Smanjivanje proizvoljnosti izbora fizikalne skale o kojoj ovise parametri gravitacijskog
djelovanja primjenom sustavne metode koja se zasniva na malom broju pretpostavki u

prvom redu vodenih zahtjevom da izbor skale bude u skladu s kovarijantnoscu teorije.

Rezultat primjene metode na astrofizikalne sustave, pri cemu se ovisnost parametara o
skali uvodi na razini jednadzbi gibanja gravitacijskog polja, vodi na izbor skale koji je u

radu [1] uspjes$no primijenjen na problem rotacijskih krivulja galaksija.

Primjena metode na razini djelovanja moZe objasniti pojavu f(R) ¢lanova u opisu grav-
itacije, koji su jedan od predloZzenih mehanizama koji teZe objasniti trenutnu fazu ubrzanog

Sirenja svemira.

Takoder, pokazano je i da je gravitacijsko medudjelovanje u NG fiksnoj tocki opisano
R? €lanom iako pocetno djelovanje moZe sadrzavati i veliki broj ¢lanova koji sadrZe

proizvoljne potencije od R.

Primjenom metode odredivanja skale moguce je pruZiti motivaciju postojanju djelovanja

koja mogu voditi na mehanizam relaksacije.

Razmotreno je i kako odredivanje skale moze voditi na pojavu samointerakcijskog ¢lana,
te ¢lana neminimalnog vezanja za skalarno polje materije i modifikaciju Einstein-Hilbert

djelovanja uvodenjem djelovanja za materiju u proceduru odredivanja skale.

Predstavljen je i novi pristup rjeSavanju dinamike f(R) teorija s posebnim osvrtom na
dinamiku R? ¢lana koji je dobiven kao univerzalan rezultat ponasanja gravitacije u NG

fiksnoj tocki.



1. Tamna materija i tamna energija:

opazanja i modeli

Opca teorija relativnosti [2] je iznimno uspjeSna u opisivanju gravitacijskog medudjelovanja i
mnogo je puta provjeravana i potvrdena proucavanjem svojstava i kretanja astrofizikalnih ob-
jekata, te ponasanjem svjetlosti u gravitacijskom polju. Primijenjena na svemir kao cjelinu, uz
izbor Friedmann-Robertson-Walker linijskog elementa za opis homogenog i izotropnog prostor-
vremena, dala je brojne odgovore na pitanja o njegovom nastanku, sastavu i evoluciji kroz
dugotrajna vremenska razdoblja. Zacudujuca je stoga i zagonetna Cinjenica da, uprkos tome,
ve¢ dulji niz godina, a i u nedavnoj povijesti, postoje opazanja koja se opiru objasnjenjima i
predstavljaju veliki izazov fizikalnoj znanosti. Naime, ve¢ tridesetih godina proslog stoljeca
promatranjem kretanja zvijezda 1 njihovih brzina Oort dolazi do zakljucka kako u naSoj galak-
siji mora postojati viSe materije nego Sto se moZe zakljuciti na osnovu procjena mase vidljivih
komponenti [3]. U isto se vrijeme Fritz Zwicky bavi proucavanjem galaktickih skupova [4] te
promatrajuéi brzine galaksija na rubovima tih skupova koriStenjem virijalnog teorema dolazi
do istog zakljucka: vidljiva materija ne moze sacinjavati svu masu tih objekata. Sedamdesetih
godina, provodenjem opseZnog i sustavnog istraZivanja rotacije galaksija [5], Rubin i suradnici
su ustanovili da brzina rotacije zvijezda nije u skladu sa procjenama koje se dobiju razmatran-
jem vidljivih komponenti. U novije vrijeme, krajem proslog stoljeca, opazanja putem ucinaka
gravitacijske leCe na skupovima galaksija daju daljnji doprinos tom zakljucku [6]. Razvojem
kozmologije kao opazaCke znanosti koja postaje sve sofisticiranija, devedesetih godina dvade-
setog stolje¢a opazeno je da se svemir suprotno oc¢ekivanjima znanstvene zajednice ubrzano S§iri
[7, 8, 9, 10, 11]. Ove su pojave pripisane nepoznatim komponentama koje su dobile nazive
tamna materija i tamna energija. Ono Sto dodatno iznenaduje jest to, da ove komponente, osim
Sto postoje, Cine 1 veéi dio ukupne gustoce energije svemira. To jest, izraZzena preko kritiCne
gustoée svemira, barionska komponenta koju poznajemo ¢ini samo oko 0.05 ukupne gustoce
svemira. Time je pred znanstvenike postavljen veliki izazov koji je rezultirao brojnim ide-
jama o moguéim uzrocima ovih opaZzanja. U nastavku ¢emo navesti samo neke od ideja koje
pokuSavaju rasvijetliti prirodu tamnih komponenti.

Kandidati za objasnjenje tamne tvari su razni [12, 13]. Jedna od predloZenih moguénosti je
pretpostavka postojanja kompaktnih objekata u haloima galaksija (MACHO, od engl. massive
compact halo objects) koji bi mogli biti smedi patuljci, neutronske zvijezde ili crne rupe. Ova
ideja je provjeravana opaZanjima putem gravitacijskih leca. IstraZivanja pokazuju da je brojnost

takvih objekata premala da znacajno doprinese tamnoj materiji [14, 15, 16]. PredloZeni su i bro-



POGLAVLIE 1. TAMNA MATERIJA I TAMNA ENERGIJA: OPAZANJA I MODELI

jni Cesticni kandidati koji bi saCinjavali tamnu materiju. Pa su tako, medu ostalima , u ovom pris-
tupu, kao Cestice koje bi doprinosile tamnoj materiji razmatrani neutrini, aksioni, zatim Cestice
kolektivno prozvane slabo interagiraju¢im masivnim Cesticama (WIMP, od engl. weakly inter-
acting massive particles) u koje spadaju supersimetricne Cestice, Kaluza-Klein pobudenja i bro-
jne druge. Medutim, ustanovljeno je da su koliCine tih Cestica premale s obzirom na procijenjene
koli¢ine tamne materije ili se radi o Cesticama Cije postojanje nije potkrijepljeno opaZanjima,
odnosno njihovo postojanje nije eksperimentalno potvrdeno. Pokusalo se problemu pristupiti i
modifikacijama dinamike, odnosno gravitacijskog medudjelovanja. Prva, fenomenoloska ideja,
relativno uspjesna u objaSnjavanju rotacijskih krivulja galaksija je modificirana newtonovska di-
namika (MOND, od engl. modified Newtonian dynamics) koju je predlozio Milgrom [17]. Ova
se ideja pokazala prilicno dobrom u reproduciranju izgleda rotacijskih krivulja galaksija, ali ne
moze objasniti neke fine detalje tih krivulja. Takoder, ova metoda primijenjena na neke druge
astrofizikalne objekte, poput skupova galaksija ne daje tako dobre rezultate. Isto tako prisutan
je 1 manjak teorijskih argumenata koji bi ukazivali na potrebu te i takve modifikacije dinamike.
Kako bi se ovom pristupu dali snazniji temelji, daljnji pokusaji su se sastojali u kreiranju rel-
ativisticke teorije koja bi rezultirala MOND fenomenologijom. Takva ideja je provedena pod
nazivom TeVeS (od engl. tensor-vector-scalar gravity) [18, 19], a za njezino funkcioniranje
nuzno je uvesti nova skalarna i vektorska polja u opis gravitacije. Ova teorija moZe rezulti-
rati MOND dinamikom te je korak naprijed u realizaciji ovakve ideje. No porijeklo potrebnih
Clanova u gravitacijskom djelovanju koji su nuZni za njeno funkcioniranje ostaje nerazjasnjeno.
Slic¢an pristup koji zahtijeva uvodenje novih polja i nekoliko skalarnih funkcija, ali ¢ija izravna
motivacija nije pokusaj poopéavanja MOND pristupa, je STVG (od engl. scalar-vector-tensor
gravity) [20, 21, 22]. STVG je teorija koja je prili¢no uspjeSna te moZe objasniti i puno vise
pojava od same rotacije galaksija i u skladu je s brojnim testovima gravitacije. UnatoC¢ tome
ostaje Cinjenica da je to jedna jako sloZena teorija kojoj je takoder nedostatak manjak jasnih
uzroka prisutnosti dodatnih ¢lanova, odnosno polja u opisu gravitacijskog medudjelovanja.

Mnogobrojni su i razli€iti pristupi rjeSavanju problema tamne energije [23, 24]. Jedno jed-
nostavno rjesenje je kozmoloska konstanta kao ¢lan kojeg treba dodati djelovanju za gravitaciju.
Neke od ideja se zasnivaju na postojanju novih skalarnih polja poput kvintesencije [25] ili na
postojanju fluida s nestandardnim jednadzbama stanja [26, 27]. Kao kandidat razmatrana je
i vakuumska energija poznatih polja §to vodi na poznati problem ogromnog neslaganja pred-
videne i1 opaZene gustoe kozmoloske konstante. Takoder, predloZene su i modifikacije grav-
itacijskog djelovanja koje sadrze Clanove viSeg reda u tenzorima zakrivljenosti ili ¢lanove pro-
porcionalne negativnim potencijama Riccijevog skalara [28, 29, 30, 31, 32, 33]. I kod ovih je
modifikacija osnovni nedostatak jasan razlog uvodenja novih ¢lanova u gravitacijski lagrangian,
te je njihov izbor najcesce voden povoljnim fenomenoloskim svojstvima.

Vidljivo je, dakle, kako postoji veliki broj alternativnih scenarija koji nastoje razjasniti



prirodu tamnih komponenti. U njima se Cesto pribjegava modifikaciji dinamike ili spekulaci-
jama o postojanju novih Cestica ili novih polja. Pri tome ucestalo nedostaju jasna teorijska
opravdanja ili mehanizmi koji su tomu uzrok. To je navelo dio znanstvenika na promisljanja
koja rjeSenje pokusavaju naci polazeéi od dobro utemeljenih teorijskih pristupa poput kvantne
teorije polja u zakrivljenom prostor-vremenu [34, 35, 36] ili kvantne gravitacije u formalizmu
usrednjenog efektivnog djelovanja [37]. U oba slu¢aja osnovno je, u njima prisutno obiljezje,
ovisnost parametara gravitacijskog medudjelovanja o skali koja omogucéuje primjenu metoda
renormalizacijske grupe ! (vidjeti dodatak C). Sama ovisnost parametara o skali javlja se
kroz potrebu regularizacije tih teorija ¢ime se uvodi ovisnost o proizvoljnoj skali koja je liSena
fizikalnog znacenja i sluzi samo kao matematicki alat. Zatim je potrebno utvrditi na koji se nacin
to odraZava na ovisnost efektivnih konstanti vezanja o nekoj fizikalnoj skali koja je relevantna
za razmatrani problem kako bi se mogla iskazati predvidanja tih teorija. U okviru ovih ideja u
literaturi su razmatrani ucinci ovisnosti gravitacijskih parametara o skali na evoluciju svemira
(42, 43, 44, 45, 46, 47, 48], rast nehomogenosti [49, 50, 51, 52], problem konicidencije [53, 54]
te mogu li ovi modeli posjedovati svojstva slicna onima koje oekujemo od modela tamne en-
ergije [45, 55, 56, 57]. Kljucno je jos jednom istaknuti da predvidanja koja proizlaze iz ovakvih
modela krucijalno ovise o izboru fizikalne skale koja odreduje ponaSanje efektivnih konstanti
vezanja. Literatura obiluje razliitim izborima te skale, koji su u velikoj mjeri proizvoljni i
oslanjaju se na kvalitativna razmatranja. Proizvoljan izbor, iako moZe biti dobro motiviran, nije
nuzno u skladu sa zahtjevom kovarijantnosti ili moZe voditi na potrebu izmjene energije izmedu
obi¢ne materije i tamnih komponenti.

U ovoj disertaciji usvojen je pristup koji se zasniva na ovisnosti gravitacijskih konstanti
vezanja o skali. Najvazniji je cilj ovdje predstavljenog istraZivanja razviti sustavnu metodu
koja ogranicava slobodu izbora fizikalne skale koja je relevantna za ponasanje efektivnih kon-
stanti vezanja gravitacijskog medudjelovanja. Bolje reCeno, namecuéi mali broj pretpostavki
o skalarnoj prirodi skale te oCuvanju kovarijantnosti teorije, pokazati da nije moguce izabrati
fizikalnu skalu proizvoljno uz postivanje tih pretpostavki, nego je kao rezultat ove sustavne

procedure jasno definiran izbor takve skale u okviru fizikalnog okruZenja kojeg razmatramo.

IKritike ovakvom pristupu iznesene su u radu [38] na koje je iscrpno odgovoreno u radu [39] uz opseZnu
argumentaciju. Ovo podrudje fizike jako je Zivo i aktualno $to pokazuju i nedavna istraZivanja. U radu [40] moze
se na¢i najnovija razmatranja ovisnosti gravitacijskih parametara o skali iz razmatranja bazdarnih teorija. Takoder,
nedavno se javljaju i nova kriticka promisljanja ovisnosti parametara o skali u pristupu kvantnoj gravitaciji pomocu

usrednjenog efektivnog djelovanja [41].



2. Ovisnost gravitacijskih parametara o

skali

Osvrnimo se, za pocetak, na istraZivanja koja su razmatrala posljedice promjenjive kozmoloske
konstante i prije nego li je ta mogucénost razmatrana kao posljedica regularizacije i renor-
malizacije neke kvantne teorije polja. Na osnovu lomljenja simetrije i faznih prijelaza u ra-
nom svemiru ocekivani je doprinos kozmoloSkoj konstanti reda veliine neke karakteristicne
skale prisutne u fizici Cestica (Fermijeve skale ~ 200 GeV ili skale kvantne kromodinamike
~ 200 MeV') na Cetvrtu potenciju. Nasuprot tome je vrijednost gustoée energije vakuuma
py < 107%"GeV. U radu [58] predloZen je fenomenoloski pristup koji razmatra moguénost
da je tako mala vrijednost kozmoloske konstante posljedica njene vremenske ovisnosti. Taj je
fenomenoloski pristup u kojem je dp,/dt # 0 usvojen i u istraZivanju Reutera i Wettericha [59]
koji takoder ne ulaze¢i u moguce uzroke vremenski promjenjive kozmoloske konstante anal-
iziraju moguce posljedice na evoluciju svemira. Pri tome modeliraju moguce oblike ovisnosti
na sljedeci nacin

pr = F(H, py,p), (2.1)
gdje je H Hubbleov parametar, p, kozmoloska konstanta, a p gustoa materije, te se bave
proucavanjem razli¢itih odabira funkcije F' koji mogu rezultirati realisticnom kozmologijom.

Na sli¢an nacin ovaj je problem analiziran i u radu [60] gdje autori koriste
a\> 3a
A=3p (—) +—, (2.2)
a a

gdje su i 8 bezdimenzionalni parametri, a je faktor skale Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
linijskog elementa a - oznacava vremensku derivaciju. Sustavan osvrt na takve i sli¢ne scenarije
moZe se naci u radu [61]. Pomno su razradene kozmologije koje polaze od sljedecih ovisnosti

kozmoloske konstante

pr ot
pr o< a ™,
pn o< H",
pr X G,

(2.3)

gdje su t kozmicko vrijeme, a(t) faktor skale , H Hubbleov parametar, a ¢ parametar decel-

eracije, te su klasificirane razli¢ite moguce kozmologije koje su posljedica ovih relacija. Tako,



naprimjer, izbor py o t~! moZe rezultirati singularnim ponaSanjem, staro$¢u svemira koja je
veca od modela u kojima je p, konstantna te negativnim vrijednostima kozmoloSke konstante
u danaSnjem svemiru za neparne vrijenosti [ (ako Zelimo realnu vrijednost faktora skale). Za
sljedeci izbor, p), o a~ ", dobivena su rjeSenja koja vode na zatvoreni svemir te ne sadrze
pocetnu singularnost. Modeli koji takoder ne sadrZe pocetnu singularnost, ali vode na otvoreni
svemir rezultat su izbora p, oc H". Na kraju posljednji izbor p) o< ¢" vodi na svemire koji
imaju oscilatorno ponaSanje faktora skale te za pozitivhu kozmoloSku konstantu vode na nega-
tivan parametar deceleracije ¢, odnosno, ubrzano Sirenje svemira.

Ovakav scenarij, uz konkretan odabir potencija u gornjoj jednadzbi

p)\OCt727
pr x a?,

Pr X H27

Pr X p,
(2.4)

gdje je p gustoca materije koriSten je u radu [62] kako bi se istraZili ovakvi modeli s promjen-
jivom kozmoloSkom konstantom u svjetlu tada ve¢ postoje¢ih mjerenja koja sugeriraju ubrzano
Sirenje svemira [7, 63]. ZakljuCeno je da modeli s promjenjivom kozmoloSkom konstantom
mogu jednako dobro opisivati podatke mjerenja te da je, uz tada dostupne podatke, tesko ra-
zlucCiti, odnosno iskljuciti neki od modela na osnovu dinamika i geometrija svemira koje su
rezultat ovakvog pristupa. Kod ovih pocetnih razmatranja fenomenoloski modelirane promjen-

jive kozmoloske konstante vazno je joS nesto istaknuti. Einsteinove su jednadzbe

1 A(t
R, — §Rg,w = —81G (T,w + %guy) ) (2.5)

Uvazavanjem Bianchijevih identitata kao ocuvanu veli€inu tretira se

A(t)

Tl/ S _~Yuv
a +87TG’g“

(2.6)

pri cemu se (G smatra pravom konstantom. Time se dopusta izmjena energije izmedu ma-
terije opisane tenzorom energije-impulsa 7}, i same kozmoloske konstante p,(¢). Najranija
fenomenoloska razmatranja promjenjive kozmoloSke konstante ostavljaju, dakle, moguénost
da takav tretman kozmoloSke konstante bude uzrok nastajanja materije. Takoder, moguce je,
ovisno o izabranom modelu dobiti razliCite geometrije svemira (zatvoren, otvoren, ravan) i
ponasanje faktora skale FRW metrike (singularno, nesingularno i oscilatorno ponasanje). U
sljede¢im odjeljcima opisat ¢emo nacin na koji se ovisnost kozmoloske (a i Newtonove kon-
stante) o skali moZe pojaviti kroz razmatranja teorija polja, te time ovoj ideji pruZiti ¢vrsée

uporiSte od pukog fenomenoloskog modeliranja.



POGLAVLIJE 2. OVISNOST GRAVITACIJSKIH PARAMETARA O SKALI

2.1 Kbvantna teorija polja u zakrivljenom prostor-vremenu

Ovaj teorijski pristup razmatra ponasanje kvantnih polja materije na klasi¢noj, op¢enitoj za-
krivljenoj pozadini prostor-vremena. Osnovna veli¢ina koju promatramo je efektivno djelo-
vanje. Metoda kojom dolazimo do efektivnog djelovanja koristi oblik propagatora kvantnih
polja koje se konstruira upotrebom reprezentacije u lokalnom impulsnom prostoru, odnosno
koriStenjem Riemannovih normalnih koordinata [64] pri odredivanju oblika tih propagatora
[65, 66, 67].

Razmotrimo sada osnovna obiljeZja ovog formalizma uzimajuci za primjer neminimalno
vezano skalarno polje za koje je gustoéa lagrangiana !

1

L= 9V —9(2)[g" ¢(x),u H(2),0 —(m? + €R(x))¢*(2)], (2.7)

gdje je m? njegova masa, a ¢ parametar koji opisuje jatinu vezanja skalarnog polja na grav-

itaciju. Djelovanje je, naravno
S = / L(z)d*x. (2.8)
JednadZba gibanja koja slijedi varijacijom ovog djelovanja po ¢ je
V. V" +m? + ER(z)]p(x) = 0. (2.9)
Definirajmo sada Feynmanov propagator
iGp = (0T (¢(x)¢(x))]0). (2.10)
Ovaj propagator zadovoljava relaciju
[V, V" + m? + ER(2)|Gp(w;2') = —[—g(2)]"26(x — o). 2.11)

Uvedemo li Riemannove normalne koordinate y (vidjeti dodatak B) Cije je ishodiste u tocki 2/,

mozemo napisati razvoj metrickog tenzora i njegove determinante na sljedeci nacin

1 1

G = T+ 3Rﬂwﬁy“y5 + GR#wgwyayﬂy” (2.12)
+ 2—10Ruaugmsy“y5 vy’ + %Rau,ngﬁV&yay ¥y + .
g = —1- %Raﬁy“yﬁ — %Ramy“yﬁzﬂ (2.13)
+ |- %SRQ/;RW; + 1—181%’; "y Rypos
- %Raﬁné - %RQPBARA'W& vyt YTy +

Konvencije koje se koriste u ovoj disertaciji izloZene su u dodatku A.
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§2.1. Kvantna teorija polja u zakrivljenom prostor-vremenu

Na desnoj strani ovih jednadZzbi, geometrijske veli¢ine u koeficijentima razvoja po y su izvri-
jednjene u ishodiStu Riemannovih normalnih koordinata. MoZemo takoder napisati i razvoj

Riccijevog skalara
1
R(z) = R(z') + Ry + ER;agyay/B + ... (2.14)

Koristeci definiciju (u nastavku izostavljamo indeks F' za Feynmanove propagatore)

N
I

G(z;a") = (—g(2)) 1G(a;2") (—g(2)) 1 = (—g(2))"1G (x;2"), (2.15)

mozemo upotrebom gore navedenih razvoja u Riemannovim normalnim koordinatama vidjeti

da G(x; 2') zadovoljava sljedeéi izraz

1 _
iy) = —n“”@uﬁy—{m2+(£—6>R]G
1 [ e ~ 1 nov a, B ~
— gRa Y (9VG+§R o sY°Y 0,0,G
¢ L R..y°G + 1R” +1R Y )yyP0,G
6 ol 3 a ;8 6 af Yy o
1

v a ~ 1 1 «a
+ gRua By Y yﬁyyauauG 3 (5 - 6) R.apy yﬁG

1 1 1
+ <_Ra)\R)\5 — —R" )R\ — @RM” ofruns

1 _
— BRHO&\ﬁRHV’YX> yayﬁyvayG

1 y 1 v\ o -
+ <%R“a Bvs — 1—5]%“&/\5]%’\7 5)y v’yy°0,0,G . (2.16)

Uvedimo impulsni prostor koji pripada tocki =’ sluZe¢i se Fourierovim transformatom

1
G(z;2) :/%eikyé(k), (2.17)

pri &emu je ky = koy® = n*°kays.

Za G(k) moZemo odabrati sljedeci prikaz

gdje su
Gi(x;2') = /ﬁe“ﬁ’@-(lﬂ) (1=0,1,2,..) (2.19)
7 9 (277')4 1 sy 4y ). .
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POGLAVLIJE 2. OVISNOST GRAVITACIJSKIH PARAMETARA O SKALI

Ovdje ¢lanovi G;(k) sadrze geometrijski koeficijent koji u sebi ima i derivacija metri¢kog ten-
zora. Iskoristimo li prikaz delta funkcije
d*k
O(y) = [ ———etky 2.20
mozZemo lako nadi rjeSenje najniZzeg reda, to jest rezultat koji odgovara rjeSenju u prostor-

vremenu Minkowskog.

0" 0,0,Go(z; 2') + m*Go(z;2') = —d(y) . (2.21)
d'k - - d'k
/We’ky[n“”zkuzk‘y +m?)Go(k) = —/ (27r)4e’ky . (2.22)
(=" kyuky, +m*)Go(k) = —1. (2.23)
Te, naposljetku,
- 1

Isto tako, lako je vidjeti da je G (k) = 0. PotraZimo sada sljedeéi ¢lan u razvoju, G5. Za njega
vrijedi

/ %{eik‘” {(—nﬂvmku +m?)Ga(k) + (€ — %)RGO(@} (2.25)

1 oo 1 I
+§R2y°‘(&,emy)Go . gR“a ”ByayﬁaﬂayelkyGo(k:)} =0.
Od pomo¢i ¢e nam biti izraz
. o0 .
y*ety = —iaTe’ky . (2.26)

Prvi ¢lan u drugom redu jednadzbe (2.25) moZemo napisati kao

Loy [ A% oo o1, [ d% iy
gRa/(ZWyly e (ik,Go(k)) = —gRa/Wa—%(/ﬂyGo(l@))e =  (227)

1 / ik e > / Ak ket
—-R | ——5—— + R :
3 (2m)* k2 — m? 3 (2m)* (k? — m?)?

S druge strane, drugi se Clan u jednadZzbi (2.25) moZe ovako zapisati
1 d'k 0 0 _ :
—~RA Y | = | Kk Go(k) | €™ 2.28
3 aﬁ/(%)élakaakﬁ(“ of )>e (2:28)
Nakon provodenja derivacija vec¢ina dobivenih ¢lanova iS¢ezava zbog simetrija Riemannovog
tenzora, te preostaju jedino ¢lanovi

L d% e 9 Qi kit
-R| ————— — —R"™ v ) 2.29
3 / r)i e —m? 3 / (2m)1 (B2 — m2)? (2.29)
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§2.1. Kvantna teorija polja u zakrivljenom prostor-vremenu

Clanovi (2.29) to¢no ponistavaju doprinose (2.27). Dakle za Gy (k) vrijedi
1

(=" kuk, +m?)Ga(k) + (€ — 6)Rc‘zo(k) =0. (2.30)
Odavde, za prvi netrivijalni ¢lan u razvoju, dobijemo
. (E—3)R
Prisjetimo li se definicije
G(z;2') = (—g(x))_ié(x;x/) , (2.32)
slijedi
d*k . 1 - HR
Gl(x: ! — iky 6
(5 27) /(27)46 |:k2_m2+ (k2 — m?)?
1 d‘k . 0 0
_Ra iky k2 a2\ -1 )
T 5/ ¢ ok o, © ™)
(2.33)
Konacni je oblik
G(z;a') = (—g(a)) 1G(x;2") = (2.34)
_ / d*k ity 1 (- 3R N 2 Ragh®k’
(27)4 L2 _ m2 (k2 —m2)2 " 3(k*—m2)?

gdje su sa . ..oznageni ¢lanovi viSeg reda koji nisu divergentni. Clanovi koji jesu divergentni,
zahtijevaju regularizaciju te u konacnici definiraju oblik 3 funkcija. Time dolazimo do ovisnosti
parametara teorije o regulatoru kao 1 do moguénosti primjene renormalizacijske grupe. Slicnu
proceduru kao za skalarno polje moguce je napraviti i za fermionska te vektorska polja. U
sljedecem odjeljku vidjet ¢emo jasnije na koji se nacin sluzimo poznavanjem propagatora kako
bismo odredili efektivno djelovanje te ¢emo ilustrirati ovisnost gravitacijskih konstanti vezanja

o regulatoru na primjeru jednog supersimetricnog modela.

2.1.1 Supersimetri¢ni model

Iako razmatramo supersimetricni model, rezultati koje dobijemo su takoder relevantni za odredi-
vanje ovisnosti gravitacijskih konstanti vezanja o skali koji su koriSteni u sljede¢im poglavljima.
Ovdje iznosimo rezultate rada [68] gdje je analiziran Wess-Zumino supersimetri¢ni model s N
vrsta. Lagrangian modela je dan sljede¢im izrazom [69]

Ly =) @ld;|p+W(®)|r+he. (2.35)

7
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POGLAVLIJE 2. OVISNOST GRAVITACIJSKIH PARAMETARA O SKALI

Ovdje indeks 7 opisuje razlicita lijeva kiralna superpolja ®;, dok je veli¢ina W (®) superpoten-
cijal koji je oblika \
my;
W(®D) = Z (7@? + §<I>§> . (2.36)
Iako je lagrangian (2.35) suma N kiralnih lagrangiana £; za svaku pojedinu vrstu u nastavku
¢emo izostavljati indeks 7. Radimo u zakrivljenom prostor-vremenu Ciji je metricki tenzor g,,,,.
Nakon eliminacije pomo¢nih polja koriStenjem jednadZzbi gibanja, za svaku pojedinu vrstu la-

grangian se svodi na

L= 60, —V(0)+ 1 (U510, — U,7"0) - %m‘I/\I/
A= )=
— V(= 7)00 = SW(1L +75) Vo', (2.37)
gdje je
V(¢) = |me + Ao°|” + ER|G|*. (2.38)

¢ predstavlja kompleksno skalarno polje, a W Majorana fermionsko polje. 7* su gama matrice

zakrivljenog prostor-vremena [70], te zadovoljavaju relaciju
(@) () + 77 ()7 (x) = 29" (2) (2.39)

Potencijal skalarnog polja (2.38) sadrZi i ¢lan koji opisuje neminimalno vezanje, £ R|¢|?, skalar-
nog polja sa skalarom zakrivljenosti . Kako petljene korekcije generiraju ovakav ¢lan u efek-
tivnom djelovanju, ¢ak i ako izaberemo £ = 0 u jednadZbi (2.37) renormalizacija teorije zahti-
jeva njegovo uvodenje [70, 71]. Lagrangian (2.37) u limesu (m — 0) postaje invarijantan na

kiralnu U(1) transformaciju

¢ — ¥, (2.40)
(1 —795)¥ — e (1 —5)V, (2.41)
(14 795)¥ — (1 4 5) V. (2.42)

Djelovanje moZemo zapisati na sljedeci nacin

S = /d4x\/—_g([,3 + ﬁp), (2.43)

gdje smo razdvojili bozonski i fermionski doprinos, Ly i Lr . Nadalje, koriStenjem relacije
1

o= %(a + i), (2.44)

lagrangian kompleksnog skalarnog polja ¢ moZe se zapisati kao kombinacija lagrangiana dvaju

realnih skalarnih polja o 1 7. U tom slu€aju potencijal (2.38) je

2 2
V(o,m) = %&(02 + 7)) + )\—(02 +72)? + mA

2 2
1 \/50(0 + 7). (2.45)
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§2.1. Kvantna teorija polja u zakrivljenom prostor-vremenu

Efektivno djelovanje

Kako, za opcenito zakrivljeno prostor-vrijeme g, s pripadaju¢im tenzorom zakrivljenosti 2,
izgleda efektivno djelovanje ovog modela? Da bismo to odredili koristit cemo se pristupom koji
se zasniva na racunu Feynmanovog propagatora na razini jedne petlje [66]. U tu svrhu uvedimo

pozadinska polja & i 7 te na¢inimo redefinicije
o— 0+ o0; T™— T+ . (2.46)
Izraz za efektivno djelovanje je tada

Iz, 7] = S96,7] —iln / [do, dr, d¥] exp(iSP[5, 7, 0, w, U)). (2.47)

[do, dm, d¥] je mjera funkcionalnog integrala, a S(®) predstavlja klasi¢no djelovanje koje se
dobije iz bozonskog dijela djelovanja (2.43) ako se polja o i 7 zamijene poljima ¢ i 7. S® je

dio djelovanja koji je kvadrati¢an u kvantnim poljima

S@ = / d'zy/=g(Ly + L), (2.48)
pri cemu su
1 1 2 2
51(32) = 59“%7#0,” + QQWW,MW,V - %02 - %72 - gR(U2 + 772) (2.49)
i A
. 3 B 1 _ *\ = _
‘C](E‘Z) _ % (\Mugjw _ \pmqu) — §mF\y\p + %\IJ%\IJ. (2.50)

Efektivne mase bozona m?2 i m2 su koeficijenti dijagonalizirane kvadratne forme za o i 7, a mp

je efektivna fermionska masa. One su

m2 = a+ b m2 =a — b; mF:m+\/§)\5, (2.51)
gdje je
a=m?+2)2(% +72) + 2V2mAo (2.52)
i
b= )\\/ (72 + 72) [(Aa +V2m)? + A?ﬁz} . (2.53)

Sada moZemo naci doprinose skalarnih i fermionskih polja efektivnom djelovanju. Slijedeci
racun Parkera i Tomsa [66] doprinos svakog od skalarnih polja moZemo naci na sljedeci nacin.

Polazi se od prikaza efektivnog djelovanja za skalarna polja pomocu propagatora

r— . / d'z/~g / " ) A 2), (2.54)

=73

pri ¢emu s oznacava o ili 7.
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POGLAVLIJE 2. OVISNOST GRAVITACIJSKIH PARAMETARA O SKALI

Takoder, koriste¢i oznaku ¢ za ¢ ili 7 moZemo napisati renormalizirani Feynmanov propagator
Alasa) = —ilp(@)p(a')) | (2.55)

koji zadovoljava jednadZbu
(=0 — m?* — ER)A(z;2') = (—g(x))V?0(x — o), (2.56)

gdje je 0 = ¢V, V,. U koincidentnom limesu, dakle za z — 2,

Aoy — [ 0% 0 il [, 1 - 5
gdje je k* = n,k"E”. Ovo je samo neSto drugaliji zapis relacije (2.34) gdje su kovari-

jantni ¢lanovi koje tvore kombinacije Riemannovog tenzora, njegove kontrakcije i kovarijantne
derivacije sadrZani u koeficijentima fj [66]. Napomenimo ovdje kako je razvoj (2.57), iako
dobiven upotrebom Riemannovih normalnih koordinata, valjan u opéenitom koordinatnom sus-
tavu. U razvoju A su visi redovi u geometrijskim ¢lanovima praceni vis§im redovima u (k% —

m?)~1. Feynmannov propagator (2.55) zapisujemo u pogodnijem obliku
Afw;a’) = (—g(@)) " A2, (2.58)
gdje modificirani propagator A zadovoljava relaciju
(—O0—m?* —ER)A(x; 7)) = 0(x — ). (2.59)

U Riemannovim normalnim koordinatama on ima oblik

- A 1 1 R

U prethodnom izrazu su izostavljeni doprinosi viSeg reda u zakrivljenosti. Ovdje je sa 2’ oz-
naceno ishodiSte Riemannovih normalnih koordinata te je R izvrijednjen u tom istom ishodistu.
U limesu 2’ — =z, integrali (2.60) su u Cetiri dimenzije divergentni i nuZno ih je regularizirati.
Jedan od elegantnijih nacina regularizacije je dimenzionalna regularizacija (DR) [72]. No, i
ona ima nedostataka. Naprimjer, iz te metode nije mogucée odrediti strukturu kvadrati¢nih di-
vergencija koja moZe biti vazna ako promatramo efektivnu teoriju. Kako je DR u svojoj osnovi
maseno neovisna metoda regularizacije, nije pogodna za opisivanje razvezivanja stupnjeva slo-
bode i CestiCnih pragova koje je potrebno staviti rukom ako inzistiramo na upotrebi DR [73].
Vidjet ¢emo kako je taj aspekt vaZzan kada se u formalizmu kvantne teorije polja u zakrivl-
jenom prostor-vremenu Zeli dobiti ispravan oblik ovisnosti kozmoloske konstante o skali koji
ispravno uvazava takozvano meko razvezivanje stupnjeva slobode [44]. Ovdje ¢emo za regu-

larizaciju integrala koristiti ¢etverodimenzionalnu kovarijantnu gornju granicu integracije, ali
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§2.1. Kvantna teorija polja u zakrivljenom prostor-vremenu

koristeci jednu vrstu takve regularizacije koja se ipak oslanja na vezu s dimenzionalnom regu-
larizacijom. Veé davno Veltman je primijetio kako ispravan racun kvadrati¢nih divergencija u
d = 2 — 2(e — 1) dimenzija vodi na regularizaciju upotrebom gornje granice integracije koja
se oslanja na dimenzionalnu regularizaciju [72]. U nastavku racuna slijedimo pristup kojeg su

predlozili Cynolter i Lendvai [74]. UvaZavajuéi sve simetrije teorije te koriste¢i recept

1
lg e, — nglé, 2.61)

koji je odreden Lorentz invarijantnos$¢u, pri ¢emu se parametar d odreduje koriStenjem gornje
granice u Euklidskom prostoru, moguce je povezati rezultate dobivene upotrebom gornje granice
integracije s onima dobivenima dimenzionalnom regularizacijom. Usporedbom razlicitih po-

tencija A uz saCuvanu bazdarnu invarijantnost, u radu [74] relevantnima se pokazuju sljedece

relacije
dAzut — Aiut, (2.62)
1 Azut 1 Agut 1
Za konacne Clanove vrijedi
1 1
oy 2.64
pi 1 (2.64)
Uzimajuci u obzir gore navedene relacije vrijede sljedeci izrazi
dk 1 ' A?
= A? 2 I —eu 2.65
e ( o 1R m?)’ (269
dk 1 ! A?
= In =% 1. 2.66
| G = oy ( e ) (200
U skladu s ovim zapaZanjima integral po m? u (2.54) je
2 1 A2
o / F——m?Aiuﬁmi S (e-c) R m=
2 6 m?2
+C1ACut v chcutR v } , (2.67)

gdje su izostavljeni ¢lanovi viSeg reda. Posljednja dva ¢lana u zagradama su konstante inte-
gracije koje ne ovise o masi m?2, a ¢; i ¢ su zasad proizvoljne bezdimenzionalne konstante.
Na slic¢an nacin kao i za skalarna polja moguce je naci i doprinos fermionskih polja. Derivi-

ramo li izraz (2.47) s obzirom na mp, gdje za kvadrati¢ni dio djelovanja S uzimamo

S = / d'a/—g LY, (2.68)

%2 g je Euklidski impuls
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upotrebom lagrangiana (2.50), dobijemo

Jl'p

8mF

_ % / /=g trS(w; 2). (2.69)

Ovdje se trag odnosi na spinorne indekse. Feynmanova Greenova funkcija S je definirana na

sljedeci nacin

Swv(;y) = —i{TV,(2)Vy(y)), (2.70)
U limesu y — x to postaje
d’k : _

S(z;z) = (QW)d(—y”kH + mp — iV2A75)G(k), (2.71)

pri ¢emu je ukljucivanjem najniZeg adijabatskog reda (reda u derivacijama metri¢kog tenzora)

R 0

k)= |14 ——=| (K* —mp) " 2.72
6(k) = |1+ 50z | (7 = ) e

Stoga vrijedi

6FF . 4 ddk’ mg mFR
e /d zy/— / ( ozt 12(k2_m%)2). (2.73)

Upotrebom (2.65) i (2.66) te integriranjem (2.69) po my slijedi

4 2 A2
' = e /d4x\/ [mF St T2 (% + E) In =<
T

4 2 T12) 0 md
tesAd A2 R ] . (2.74)

I ovdje su posljednja dva Clana u uglatim zagradama konstante koje ne ovise 0 mg, a 3 1 ¢4 su
takoder zasad proizvoljne bezdimenzionalne konstante.

Sada moZemo napisati ukupni doprinos efektivnom djelovanju
'=Is+I':+TI% (2.75)

kao funkciju pozadinskih polja & and 7. Pozadinska polja odredena su zahtjevom da vakuum
minimizira potencijal (2.45). Vidljivo je da potencijal (2.45) ima dva minimuma. Prvi minimum
je trivijalni 7 = 0, ¢ = 0 te su u tom slucaju sve mase jednake m, = m, = myp = m.
Drugi je minimum 7 = 0, 6 = —\/§m/)\, te je u ovom slucaju m, = m, = —mp = m.
Ovaj vakuum lomi supersimetriju i daje negativnu fermionsku masu. No, kako je fermionski
doprinos proporcionalan m#, za oba rjeSenja je doprinos efektivnom djelovanju jednak. U oba
sluc¢aja dolazi do poniStavanja maseno ovisnih doprinosa koji su istovjetni rezultatima u ravnom
prostoru (2.75), to jest maseno ovisni doprinosi koji ne iS¢ezavaju u limesu nulte zakrivljenosti
u fermionskom dijelu djelovanja I'r to¢no ponistavaju iste takve doprinose u bozonskom dijelu
efektivnog djelovanja ', 1 I';. Sada Zelimo odrediti konstante ¢; 1 co u (2.67) te cgicyu (2.74) uz

pomo¢ zakljucaka prezentiranih u radu [75]. Formalnim izvrednjavanjem integrala (2.47) preko
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§2.1. Kvantna teorija polja u zakrivljenom prostor-vremenu

bozonskih i fermionskih polja moguce je efektivno djelovanje na razini jedne petlje zapisati na
nacin
I' =2l + 'y = —2iIn(det D,)"Y/? — ilndet Dy = itrln Dy — itrln D, (2.76)

Ovdje su Dy i Dy bilinearni operatori Lagrangiana (2.49) i (2.50) za slucaj kada je m, = m, =

mp = m 17 = 0. Definirani su sljede¢im relacijama

D, =—-0-m?—¢R, (2.77)

Dy =iy"V, —m. (2.78)

Kako konacni rezultat ovisi o masi m samo kvadraticno, moZemo pojednostavniti trag fermion-

skog operatora koristeci
1 1
trIn Dp(m) = Strin Dy(m)Dp(—m) = tr(—-0 — i m?). (2.79)

Faktor 1/2 ispred traga kompenziran je faktorom 2 koji dolazi zbog Cinjenice da imamo dva
stupnja slobode Majorana spinora. Time se trag fermionskog operatora moZe prikazati preko
traga skalarnog operatora pri ¢emu treba uzeti £ = 1/4. Upotrijebimo sada (2.56) kako bismo

invertirali operator D, i izraCunali trag koriStenjem sljedeéeg izraza
trln D, = —trln A. (2.80)
Ako A iz jednadZbe (2.60) zapisemo
A=Ag+ AR+ ..., (2.81)
gdje je Ay inverz od n**9,0, — m? vrijedi
trin D, = —trln(Ag + AJR+...) = —trlnAg — tr A;'AL R+ ... . (2.82)

Prvi ¢lan na desnoj strani ove jednadZbe je doprinos u ravnom prostoru kojeg poniStava odgo-
varajuéi fermionski Clan $to slijedi iz (2.76) 1 (2.79). Stoga je nuZno izraCunati samo drugi ¢lan
u (2.82)

tr Ag'AL R = /d4x\/—g / d*s' Ayt (z, ") A (2, 7)R. (2.83)
Pogledajmo Fourierov transformat

. d*k 1 R

Regularizirani integral po impulsu (2.65) nam daje

_ 1 A2
2l =itrln Dy = —itrln Ay — /d4x\/—g ({ - 6) <A<2:ut —m?In ﬁ) R. (2.85)

1672
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Usporedimo li sada ovaj rezultat sa izrazom (2.67) zaklju¢ujemo

1
co=——¢&. (2.86)
6
Iz (2.79) za fermionski dio se dobije
FF = —itrln DF = —itrln DS|§:1/4, (287)
odnosno
1
C4 = —02|§:1/4 =19 (2.88)
Ukupni doprinos djelovanju je stoga
1 4 F A2 or Mo
['=— d*xy/—gNE | ALy, —m™In—- | R, (2.89)
1672 m2
pri cemu je
~ 1
f=c- 1 (2.90)

Zbog ponisStavanja prvog ¢lana s odgovaraju¢im fermionskim doprinosom (2.85) vrijedi ¢; +
cs = 0. Ovime se osigurava da svi Clanovi u (2.74) koji ne iS€ezavaju u granici nulte za-
krivljenosti budu jednaki to¢no polovini odgovarajuceg skalarnog dijela (2.67), sa suprotnim
predznakom. Na ovaj se nacin u sumi (2.75) ovi ¢lanovi poniStavaju jer, kao §to je pokazano
u radu [76], supersimetrija vodi na poniStavanje svih doprinosa koji postoje u ravnom prostoru

neovisno o metodi regularizacije koju se u danom racunu koristi.

Tenzor energije-impulsa

Jednom kada nam je poznato efektivno djelovanje moZemo iz njega izvesti tenzor energije-
impulsa.
2 oo
TR = ——— 291
pv \/_—g 69‘“’ ) ( )
Primjenom izraza (2.91) na efektivno djelovanje dano izrazom (2.89) dobit ¢emo
vac N - Agu 1
o = —— (Agut —m?In m—;> (RW - igu,,R) : (2.92)

872

Zanimljivo je u ovom trenutku primijetiti kako oblik tenzora energije-impulsa nema sljedecu

naivno ocekivanu strukturu

T/,Ll/ = PYuv- (293)

Tenzor (2.92) moZe imati oblik dan jednadzbom (2.93) jedino u slucaju da metricki tenzor
zadovoljava

R, < guR. (2.94)
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§2.1. Kvantna teorija polja u zakrivljenom prostor-vremenu

Taj uvjet je, za homogene prostore, zadovoljen jedino za prostore Minkowskog i de Sittera.
Ako smo krenuli od Einstein-Hilbert djelovanja za gravitaciju s kozmoloskom konstantom A
dodavanjem efektivnog djelovanja (2.89) ukupno imamo

- 2
R—%<A2 —mﬂnﬁ)R—QA
T

t
cu m2

1

_ 4 —
= 16:C d x\/—g , (2.95)

Ovaj rezultat mozemo formalno ponovno napisati u obliku polaznog djelovanja

_ 1 4
e / d* /=g (R — 2Ag) . (2.96)

Na taj smo nacin uveli efektivne Newtonovu i kozmolosku konstantu koje sada ovise o skali

kojom smo regularizirali teoriju

= ), (2.97)

gdje je uvedena pokrata

A:

- 2
1— GNE (A2 m?1n ﬁ) (2.98)

T cut m2

Vidljivo je, dakle, da je potreba za regularizacijom izraza koji dolaze zbog kvantnih petlji,
dovela do toga da djelovanje moZemo napisati u standardnom obliku ali su sada gravitacijske
konstante vezanja postale ovisne o regularizacijskoj skali. Ovakav pristup gdje se parametri
ovisni o skali uvode ve¢ na razini djelovanja analiziran je u ¢etvrtom poglavlju.

Promotrimo opcenitiji slucaj gdje u razmatranje uklju¢ujemo i tenzor energije-impulsa ma-
terije ili tamne energije, 7,,,. Ukupno onda mozemo pisati 7, 1 T,;7° koji smo izraCunali u
(2.92). Einsteinove su jednadZbe tada

1 GNE A2 1
<RW — 5gWR) - 75 (Azut —m?ln m—;) (RW -5 gw,R> — 87GT,,,  (2.99)

SaZetije zapisano

1
(RW - 5gWR> — —87GAT,,. (2.100)

Uoc¢imo da ovu jednadZbu mozZemo interpretirati ¢injenicom da je GG ovisan o skali (2.97). Up-
ravo ¢emo ovaj pogled usvojiti u poglavlju u kojem ¢emo opisivati metodu odredivanja skale
na razini jednadzbi gibanja. Koristit éemo klasi¢ne jednadzbe gibanja ali ¢emo dopustiti da
gravitacijski parametri ovise o skali.

Sto dobijemo izaberemo li gornju granicu integracije reda mp; ? Ovaj je izbor &esto koristen
u literaturi stoga Sto Planckova skala na neki nacin predstavlja skalu na kojoj o¢ekujemo da
ucinci kvantne gravitacije postanu vazni. Kako ovdje radimo u formalizmu kvantne teorije
polja, ali u klasicnom pozadinskom prostor-vremenu, ta je granica prikladna. Pri tome ¢emo

dodatno pretpostaviti oblik tenzora energije-impulsa
TMV = (p + p)u,uuu - pguu . (2101)
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To ima za posljedicu da su u sugibajuéim koordinatama gustoéa energije i tlak

p = (T"%), (2.102)
1
p =3I = T"). (2.103)
Odabirom prostorno ravne FRW metrike dobijemo
SN Ay @
Pyvac = — 3972 ?7 (2104)
NAy (@ a
Pvac = 55 5 (@ + 25> . (2.105)

Za gornju granicu reda veli¢ine mp;/ V/N, vrijednost vodeéeg doprinosa gustoéi energije jest
H?m3,, gdje je H = a/a Hubbleov parametar. Identificiramo li H s dana$njom vrijednosti,
doprinos kozmoloskoj konstanti je fenomenoloski prihvatljivog reda veli¢ine i ne zahtijeva fino
podesavanje. S druge strane doprinos gustoci energije je negativan te je nemoguée ovim mode-

lom objasniti kozmolosku konstantu bez dodatnih pozitivnih doprinosa gusto¢i energije.
2.2 Ovisnost parametara o skali, MS shema renormalizacije

Najvaznija je poruka prethodnog odjeljka ¢injenica da se kroz regularizaciju integrala pri raCunu
efektivnog djelovanja u teoriju uvodi proizvoljna skala. Vidjeli smo kako je rezultirajuce djelo-
vanje (2.95) i jednadzbe gibanja (2.99) moguce interpretirati pomocu klasi¢nih izraza uz uvode-
nje ovisnosti gravitacijskih parametara o navedenom regulatoru. Na tom se zapaZanju temelje
istraZzivanja opisana u ovoj disertaciji.

U nastavku izlaganja pogledat ¢emo na koji nacin parametri ovise o skali ako se koristi MS
(minimalna suptrakcija) shema renormalizacije. U nalaZzenju odgovora vodimo se procedurom
iznesenom u prethodnom odjeljku gdje smo vec prikazali kako se za skalarna i fermionska polja
dolazi do divergentnih izraza u efektivnom djelovanju koji zahtijevaju regularizaciju. Komen-
tirat ¢emo i jednu suptilnost u odnosu na pojavu (ne)razvezivanja masivnih stupnjeva slobode
koja utjeCe na oblik tih ovisnosti. Rezultati ovog odjeljka koriste se u nastavku disertacije kada
se pozivamo na primjenu formalizma kvantne teorije polja u zakrivljenom prostor-vremenu.

Prvotna razmatranja vezana za MS shemu renormalizacije efektivnog djelovanja zasnivala
su se na sljede¢im zapaZanjima [42, 43]. U okviru standardnog modela prisutan je dublet kom-

pleksnih skalarnih polja ®. Neka je ocekivana vrijednost polja u osnovnom stanju
(@'P) = %czﬁ?. (2.106)
Ovdje ¢ predstavlja klasi¢no skalarno polje. Odgovarajuci klasi¢ni potencijal je
Vy = —%m2¢2 + g¢4. (2.107)
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Fizikalna masa Higgsovog bozona je My = v/2m te minimizacijom potencijala slijedi

2 2
6 = %:U,
MQ
A = U—f (2.108)

Ovime je doprinos kozmolo§koj konstanti kojeg se naziva induciranim doprinosom

4

m
ind = (Ver) = —=. 2.10
piina = (Va) = =55 (2.109)
S druge strane ukupni je doprinos
PA,fiz = PAind + PAvac 5 (2110)

gdje pa vac dolazi od vakuumskih doprinosa polja te je odreden izgledom efektivnog djelovanja
kojeg smo prethodno opisali na primjeru skalara i fermiona. PonaSanje tih doprinosa sa prom-
jenom renormalizacijske skale za, na primjer, Higgsov dublet i fermione, ovdje uz upotrebu MS

sheme renormalizacije, ima sljedeci oblik

d vac
(4r)* 'OCAZ; = Bpp = 2m" =2)  Nm{, 2.111)

gdje je t = Inp/po, a m; su mase fermiona. PonaSanje induciranog doprinosa nalazi se ko-

riStenjem jednadZzbi renormalizacijske grupe za masu skalara i konstantu vezanja A

dm? 9 3
(4m)? LI, (6)\ - 592 —=g”+2 Z NJI?), m?(0) = m3,

dt 2 =~
d\
(47r)2E = 1207 — 9\g* — 3)\¢"
9 4 3 2 12 3 14
t 19 t399 Y
3
P TARE D DR HCEY A0)=Ap.  (2.112)
i=q,l

Ovdje h; predstavlja Yukawa vezanja fermiona u standardnom modelu, a ¢ i ¢’ su vezanja

bazdarnih grupa SU(2), i U(1)y respektivno. Za inducirani doprinos vrijedi

dpp,ind m*d\  m?dm? 2 4
nd _ Mt AN mPdm® L 2.11
dt 2dt A dt (4m)2 zj:m] @.113)

Mase polja prisutnih u modelu odreduju (3 funkcije. Daljnja su se razmisljanja vodila primjenom
Appelquist-Carazzone teorema [73] o razvezivanju masivnih stupnjeva slobode prema kojem
se ocekuje da su na nizim energijama njihovi doprinosi S funkciji potisnuti te ne utjeCu na

njen oblik. Dakle, ako se promatraju ucinci masivnih polja na niskoj energiji (1 < m), §to
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je od osobitog interesa u kozmoloSkom kontekstu, naivnom primjenom Appelquist-Carazzone

teorema za (3 funkciju vakuumskog doprinosa slijedi

dpa
2 ,vac - 4
(47)* = = B = =2 Z Nymi (2.114)
Ukupni je doprinos
dpA vac 4 4
0 = Ba= 5 ) Nimy, 2.115
dt Ba (4m)? XZ: M ( )
uz pretpostavku
pA(O) = PAJiz(IR) =0. (2.116)

Prisutni su samo doprinosi polja za koje ne vrijedi uvjet (1 < m;). Stoga su na po¢ecima ovih
istrazivanja, na niskim, kozmoloskim energijskim skalama, kao jedine moguée masivne Cestice
koje doprinose [ funkciji razmatrani neutrini. Kako bi se promijenio pogresan predznak gornje
relacije koji je u suprotnosti s mjerenjima pretpostavljeno je postojanje dodatnog, jako laganog,
skalarnog polja ¢ije bi postojanje rezultiralo izrazom

(47r)ZM = Br = lmé —2)  Nim}, (2.117)

dt 2 -

Zakljuceno je da na niskim energijama dominantni doprinos vakuumskom dijelu kozmoloske
konstante dolazi od lakih fermionskih stupnjeva slobode ili od nekog novog, lakog, skalarnog
polja [42, 43].

No, u slucaju kozmoloske konstante treba biti paZljiv s primjenom Appelquist-Carazzone
teorema, a razlog tome je, kao $to je primijeceno u radu [44], njena dimenzionalnost. Razma-
tranjem pojednostavljenog modela sa samo dva skalarna polja masa m i M > m dolazimo do
sljedece [ funkcije

Ipa(p) 1 1

Ar) 2~ — M ot 2.118
(4m)°p on S M+ gm’, ( )

za slucaj kada je skala . > M, m. Medutim za vrijednosti skale m < p << M ocekivali bismo
razvezivanje teSkog skalara zbog potisnuéa koje je odredeno faktorom p? /M? te za kozmolosku
konstantu slijedi

2
(4n)2uap§g‘) A YOy (2.119)

2 M? 2
gdje se ocekuje da je a broj O (1). Primje¢ujemo da za kozmoloSku konstantu ne dolazi do

uobiCajenog razvezivanja s obzirom na ¢injenicu da je
prM? > m. (2.120)

Kako bismo, dakle, ispravno tretirali kozmoloSku konstantu moramo uzeti u obzir da najveéi

doprinos (3 funkciji dolazi od teZih stupnjeva slobode ¢ak i na niskim energijama. Za standardni
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model dobije se

dpa 1 1
2 _ 4
(4m) ,u% = -2 XZ: Nim; — 2 + 3my,— e
2 2
p Ly p
+ 2 —my = (2.121)
27w my 2 m
Vrijedi
2 4 m; 3 4 miy
(4m)=(pa(p) — pa(0)) = ;szz In 2emz 2" In Py
3 4 my L, my
— 1 ——myl 2.122
4mzn,u2+m2z 4 Hnlug_‘_m%[ ( )
Na niskim energijama moZemo razviti logaritme Sto daje
2 Lol o 2 2 2
(7P (oa () = pa0)) = 4 [y +3m + 6md, — 43" N
1 5 u®
4
+ u [52]\&_1} +(’)<W), (2.123)

te vidimo da ni za standardni model ne dolazi do naivno o¢ekivanog razvezivanja teSkih stupn-

jeva slobode. Mozemo za vakuumski doprinos kozmoloskoj konstanti opéenito napisati

d vac
(41)? PAvac _ Z a;my + Z bj#QMJ‘z> (2.124)
i J

at

gdje m,; predstavlja mase lakih, M/; mase teskih stupnjeva slobode, a a; i b; su brojevi.

Vratimo se na relaciju za ukupnu kozmolosku konstantu

pA,fiz(,U/c) = pA,ind(Mc) + pA,Uac(,uc)a (2125)

Ovdje smo naznacili ¢injenicu da kozmoloSku konstantu mjerimo na nekoj fizikalnoj skali p,.
koja je relevantna za kozmologiju. Kako bismo definirali vakuumski doprinos mozemo razmisl-

jati na sljedeci nacin [43],

pA,vac(,uc) = PA,fiz (//Jc) - PA,md(,Uc)- (2126)

Dakle, renormalizacijski uvjet odreden je mjerenjem fizikalne kozmoloSke konstante koja je,
na zasad neodredenoj kozmoloskoj skali, reda veli¢ine p? to jest 10~*"GeV4. Zatim je nuzno
odrediti inducirani doprinos na toj istoj skali. Ovdje je vaZzno primijetiti kako je drugi ¢lan
gornje jednadzbe definiran na dramatic¢no razlicitoj skali od kozmoloSke na kojoj opazamo
mjerenu vrijednost ukupne kozmoloske konstante, naime na Fermijevoj skali.

U nastavku ¢emo vidjeti kako koriStenje razlicitih kvalitativnih identifikacija fizikalne skale
koja odraZava ovisnost o proizvoljnoj skali moZe upucivati na razlicite fizikalne posljedice.

Diskutirane su dvije moguénosti.
p o~ H(t), (2.127)

25



POGLAVLIJE 2. OVISNOST GRAVITACIJSKIH PARAMETARA O SKALI

0o~ i, (2.128)

Dakle, u jednom je sluCaju skala identificirana s Hubbleovim parametrom, a u drugom s kri-

ticnom gusto¢om svemira
_ 3H?
Pe = 87G

Ovdje jasno mozemo uociti kako se kvalitativno razliciti izbori mogu znatno razlikovati, prva

(2.129)

je skala u danasnjem svemiru ~ 10~#2GeV dok je iz druge definicije skala danas ~ 10~ 2GeV .
Na fiziku se odraZavaju dva izbora: izbor skale te (ne)uvaZavanje razvezivanja teSkih stupnjeva
slobode (2.124). U [43] to je zorno predoceno na primjeru nukleosinteze. U tom periodu
evolucije svemira ocekujemo da gusto¢a materije p = pas + pr koja je u osnovi tada dominirana
gustocom energije zraCenja pr bude znaCajno veca od pa ri. (p > pa ri-), kako ne bi bila

naruSena nukleosinteza. Za vrijeme nukleosinteze gustoca energije je u rasponu vrijednosti
107GeV? < pp < 1073GeV™. (2.130)

Zanemarimo na trenutak pitanje razvezivanja teSkih stupnjeva slobode te za skalu odaberimo
(2.128) sto je u zracenjem dominiranoj epohi ekvivalentno izboru y ~ T'. Uz ovaj izbor skale
vrijednost pj ¢, je zaista puno manja od (2.130) te nema naruSenja nukleosinteze. No, uvaZimo
li sada (2.124) lako moze do¢i do neZeljenog rezultata koji bi u probleme doveo nukleosintezu.
Zaizbor (2.127) ni uvaZavanje relacije (2.124) nije u sukobu sa nukleosintezom, te je zakljuceno
kako je zbog toga izbor (2.127) povoljniji za primjenu u kozmologiji.

Osim ovisnosti kozmoloske konstante o skali moguce je promatrati i ovisnost Newtonove
konstante o skali. Renormalizacijski uvjet u ovom je slu€aju nuZzno nametnuti na skali na kojoj
su dostupna mjerenja Newtonove konstante, to jest na skali Cavendishovih eksperimanata (~

Imm = 5100eV ~1). Inducirana je vrijednost

1 Em?
== . 2.131
167TGmd f ( )
Postoji 1 vakuumski doprinos te je ukupna, fizikalna vrijednost, koju moZemo myjeriti
Gz (e) = Gia(pte) + Glgelpte)- (2.132)

U slucaju Newtonove konstante dodatni problem predstavlja i nepoznavanje parametra & te je
nejasno na koji nacin odabrati njegovu vrijednost na bilo kojoj skali jer nikad ne opazamo G4
nego samo Gy;,. Za razliku od same vrijednosti parametra § jednadZba koja opisuje ovisnost

ovog parametra o skali je (za standardni model) poznata i dana izrazom
dg 1 9 3
Am)* = = ——J6f == —=g*+2) Nh
(4m)* > (5 6)<f S9° =597+ Z 7).
£0) = & (2.133)
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Promotrimo sada nezavisne doprinose skaliranju induciranog i vakuumskog doprinosa Newtonovoj

konstanti

Goac(0) = Go. (2.134)

Vrijednost GGy odredena je renormalizacijskim uvjetom (2.132). Pri tome vrijedi

£(t) — % = (fo — é) U(t), (2.135)

gdje je

U(t) = exp { /Ot (4?:)2 lﬁf(t) - ggz(t) - gg%) +2 Z Nihf(t)] } : (2.136)

RjeSenje (2.134) je
1 1 4 2 1 ' 2
e — - = t)dt
167Gone(l) 167Gy~ (dm)2"F <§° 6) /0 U®)

1 t
- WZNi/O m2(t)dt . (2.137)

Inducirani se doprinos sa skalom mijenja u skladu s relacijom

m [1 (50—‘> ()]W%U(t)fl(t)- (2.138)

Naravno, ono §to nas uistinu zanima je skaliranje ukupne Newtonove konstante, te ga sada

poznavanjem obaju doprinosa moZemo izraziti relacijom

167rGlfz-z(t) B 1671(}0 [1 (50—‘) (>1m%U(t)f1(t)
@mfv@)—g)/o U*(t)dt + 5 ZN/m )b, (2.139)

Ovaj rezultat sugerira zanemarivu promjenu Newtonove konstante sa skalom jer je skaliranje

proporcionalno m% ~ 10° GeV?, dok je vrijednost fizikalne Newtonove konstante GJTZIZ ~
1038 GeV?. Stoga, ni za jednu od identifikacija fizikalne skale (2.127) i (2.128) ne dolazi do
narusavanja nukleosinteze.

Analiza buduénosti svemira zasnovana na izboru skale u = p'/* uz primjenu (2.122) iz-
nesena je u radu [45]. Ovaj odabir rezultira moguéno$€u da svemir, iako danas ima pozitivnu
kozmoloSku konstantu nece u buducnosti biti u de Sitter reZimu te da uprkos postojanju maksi-
malne vrijednosti faktora skale nece nikada nanovo kolabirati.

UvaZavanjem Cinjenice da za kozmoloSku konstantu ne vrijedi naivna primjena Applequist-

Carazzone teorema te da vrijedi relacija (2.124) u kasnijim radovima [46, 55] razmatrana je i
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mogucénost utjecaja fizike na visokim energijama (na skali velikog ujedinjenja ~ 10617 GeV
ili na Planckovoj skali ~ 10' GeV ) na ponaSanje gravitacijskih parametara na niskim en-
ergijama. Rad [55] detaljno izuCava takav scenarij gdje je pored promjenjive kozmoloSke kon-
stante i Newtonova konstanta tretirana kao parametar koji ovisi o skali. NajviSe su razmatrane
posljedice po kozmologiju, ali se u ovom radu paznja posvecéuje i mogucim posljedicama na as-
trofizikalne sustave. Skala je u ovim analizama, za kozmoloSke primjene, identificirana sa Hub-
bleovim parametrom p = H. KoriStenjem FRW linijskog elementa te modeliranjem svemira
kao savrSenog fluida jednadZbe gibanja rezultiraju Friedmannovom jednadZbom te jednadZbom

za faktor skale. Bianchijevi identiteti nalazu (vidjeti dodatak A)
v (GTW> =0. (2.140)

Ako Zelimo zasebno oCuvanje tenzora energije-impulsa V#T),, = 0, te uz ovisnost kozmoloSke
konstante o vremenu (kroz ovisnost o odabranoj skali) razmatramo i ovisnost Newtonove kon-

stante o vremenu dobit ¢emo diferencijalnu jednadzbu
(p+pa)G+ Gpy=0. (2.141)

Ovisnost A(t) je predloZzena u obliku A = A(H) te je zatim istraZivan mogudi oblik ovisnosti
Newtonove konstante u obliku G(H). Za [ funkcije kozmoloske i Newtonove konstante usvo-

jene su genericke relacije

(2.142)

koje su motivirane prethodno diskutiranim specifi¢nostima razvezivanja teskih stupnjeva slo-
bode u slu¢aju kozmoloske konstante. Ovdje su dakle /3 funkcije izraZene preko masa te omjera

skale p 1 samih masa. Pogodno je odmah zapisati i opceniti integrirani oblik ovih relacija

Ap) = Cop™,

1
— = D™ .
G(p) ;
(2.143)
Koeficijenti A,,, B, C,,, D,, sadrZe sumu doprinosa polja razli¢itih masa ;. Vodeéi ¢lan bi u
nacelu mogao biti M*. No, kako pro¢avamo fiziku na skalama i, u duhu efektivnih teorija ti

stupnjevi slobode koji su masivniji od razmatrane energijske skale doprinose samo kroz ucinke

odredene omjerom p?/M?. Isto tako, postojanje takvih doprinosa je jako problemati¢no i sa
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fenomenoloskog stajaliSta buduéi da bi ih bilo nemoguce staviti u kontekst mjerenih vrijed-
nosti kozmoloske konstante. KoriStenjem specificnog oblika genericke jednadzbe (2.142) za

kozmoloSku konstantu predloZenog u radu [46]

1
By~ ——=oM* >+ ..., (2.144)

(4m)?
moguce je iz Bianchi identiteta do¢i do oblika ovisnosti Newtonove konstante. Ovdje je M

efektivni maseni parametar koji ukljucuje mase stupnjeva slobode na visokim energijama,

a 0 = =1 odreduje predznak § funkcije ovisno o tome prevladavaju li, u spektru masa, na

1/2

, (2.145)

visokim energijama fermionski (0 = —1) ili bozonski (o = 1) stupnjevi slobode. Integracijom
jednadZbe (2.144) slijedi

pa(p) = Co + Crpi . (2.146)
Koeficijenti Cy i C'y su
3v
CO = Pry — gM%/L%,
3v
C, = S—WMI%. (2.147)

Parametar v predstavlja omjer neke velike masene skale i Planckove skale

o M?

- 2.148
YT Ton M3 ( )

Za navedeni izbor skale ;4 = H, primjenom odabranog oblika 3 funkcije (2.144), slijede, ko-

riStenjem Bianchi identiteta te Friedmannove jednadZbe, izrazi

L - 3H?
pPTpPx = G’
pr = OO_I_ClHQa
(p + pa)dG+ Gdpy =0. (2.149)

Ovaj nam sustav omogucuje izracunati ovisnost Newtonove konstante o skali 4 = H za koju se

ispostavlja da je jednaka
Go

1+ vin(H?/H?)

Izbor 4 = H se ¢ini pogodnim u kozmoloSkim razmatranjima, no medutim, nije jedini

G(H;v) = (2.150)

mogudi, a osim toga u okviru istog formalizma mozda Zelimo razmatrati i drugacije fizikalne
sustave. Stoga Zelimo na najjednostavniji nacin poopciti relaciju (2.150) te moZemo pisati
L+ vin(u?/pg)

G =G (2.151)
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Polazeci od ovog izraza u radu [55] iznesena je ideja o mogucoj primjeni ovisnosti Newtonove
konstante o skali na problem rotacijskih krivulja galaksija. Pri tome je za pocCetne kvalitativne
analize odabrana skala ;. = /7 gdje je k bezdimenzionalna konstanta, a r radijalna udaljenost.
Galaksija se zbog jednostavnosti tretira kao sferi¢na distribucija mase. Obi¢no se prisutnost

tamne materije opisuje uvodenjem raspodjele gustoce, naprimjer

Po
== (2.152)
r\2’
1+ (£)

gdje je ro neka karakteristi¢na duljina vidljivog dijela galaksije. Slijedi

p(r)

M = drp(r) ocr, (2.153)

r>>T10

v=1/ CMT) _, ponst. (2.154)
T

Za analizu problema rotacije galaksija iz ovisnosti Newtonove konstante o skali (2.151) za

$to vodi na izraz za brzinu

odabranu skalu ;. = k/r, polazi se od djelovanja

SN .

9167TG(7“) . (2.155)

Primjenom metoda konformne simetrije moze se iz goo = 1+2%® komponente metrickog tenzora
dobiti

o(r) = —Go2 + ,,(1 - 2G0M> In . (2.156)
r r T0
Odgovarajuca je sila u tom slucaju
dd M 1 M r?

Izjednacavanje ove sile s centripetalnom silom —v?/r, uz zanemarivanje ¢lanova O(1/r?) na
velikim udaljenostima vodi na konstantnu brzinu rotacije pri cemu je potrebna vrijednost parame-
trav ~ 1075,

Pogledajmo posljedice ovisnosti parametara o skali za drugaciju identifikaciju skale. Na
sljedecih nekoliko stranica prezentirat ¢emo istraZivanje koje su proveli Rodrigues, Letelier i
Shapiro [1]. Oni su koriStenjem ideje o ovisnosti konstanti vezanja gravitacije o skali proucavali
moguce ucinke na problem rotacije galaksija, ali uz realisticniji opis galaksije od prethodno

navedenog te koriStenjem sljedece identifikacije skale

B pows |
ﬂ:( Ne t> . (2.158)
Ho Ot

Ispostavilo se da ovim pristupom mogu dobiti rezultate koji su jednako dobri ili bolji u ob-
jasnjavanju izgleda rotacijskih krivulja galaksija u usporedbi s rezultatima modela koji zahtije-

vaju postojanje tamne materije (Izotermalni model), modificirane newtonovske dinamike ili pak

30



§ 2.2. Ovisnost parametara o skali, MS shema renormalizacije

STVG teorije gravitacije. Ovaj je rad zbog tih rezultata jako vazan za motivaciju istraZivanja
koji su sredisnji dio ove disertacije jer su rezultati u njemu dobiveni najve¢im dijelom posljed-
ica izbora fizikalne skale o kojoj ovise gravitacijski parametri. Taj je izbor u spomenutom radu
nacinjen u odredenoj mjeri proizvoljno, odnosno koriStenjem kvalitativnih argumenata. Kako
bi se predvidanja teorije uz neki drugi izbor skale mozda i znacajno razlikovala od ovih, postaje
vazno na sustavan nacin utvrditi opravdanost ovakvog izbora. Nakon Sto ovdje predstavimo
zakljucke istrazivanja prethodno spomenutog rada, iznijet ¢emo u narednim poglavljima sus-
tavnu proceduru kojoj je glavni cilj na¢i uvjet konzistentnosti izbora skale u raznim fizikalnim
kontekstima upotrebom ovisnosti parametara o skali na razini jednadZbi gibanja kao i na razini
djelovanja. Sto se same identifikacije skale (2.158) ti¢e ona je motivirana razmisljanjem da bi
fizikalna skala trebala direktno odrazavati intenzitet gravitacijskog polja Sto za identifikaciju
p ~ 1/r nije sluaj. Isto tako, s glediSta kvantne teorije polja oCekuje se da skala na neki nacin
odrazava energiju gravitacijskog polja §to je dovelo do napustanja identifikacije . ~ 1/r kao
primjerene identifikacije koja ispunjava taj zahtjev. U izrazu (2.158) ® 1 v su parametri, gdje
se oc¢ekuje da parametar o na neki nacin odraZava masu razmatranog sustava.

Kakve su posljedice po dinamiku Cestica u ovakvom scenariju uz blagu varijaciju parametra
G? Opcenito ako G jako malo odsupa od Gy i blago ovisi o koordinatama prostora-vremena z

u najniZzem redu po ¥ moZemo uzeti

oG 9G
G~ Gog (2.159)

Za opis gravitacije se koristi Einstein-Hilbert djelovanje. Kako se radi o astrofizikalnom kon-
tekstu, kozmoloSku konstantu se zanemaruje. TraZi se, zatim, jednadZba gibanja testne Cestice
u teoriji s promjenjivim G i to u nerelativisti¢koj aproksimaciji. Cinjenicu da se radi o malim

varijacijama G iskazuje se ovako

Parametar v je mala veliCina te se u izrazima moZe Koristiti samo prvi ¢lan razvoja u v, a isto
vrijedi i za parametar k = 0G/G,. Korekcije gravitacijskom potencijalu nalaze se sljede¢im

postupkom. Najprije se konformno reskalira metrika

_ G
Juv = goguu = (1 - /i)guu . (2161)

Metrika g,,,,, uz zanemarivanje visih redova u x, zadovoljava uobicajenu Einsteinovu jednadZbu

s konstantnim (. Nerelativisticki limesi komponenti metrickih tenzora su

go = 1+29,
Joo = 1+ 2P newt - (2162)
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® vt j€ uobicajeni newtonovski potencijal dok je ¢ potencijal koji odgovara rjesenju modifi-

cirane teorije gravitacijskog medudjelovanja. Vrijedi
goo=1420=(14k)goo = (1 + &) (1 4+ 2PNeut) = 1 + 2P Newr + K, (2.163)

iz Cega dalje slijedi

K 160G
O =Pnewt + = = Prewt + =— 2.164
Newt T 5 Newt T 2 Gy ( )
te je, u nerelativisti¢koj granici
‘ ; 1G*
Pt = Pt 2.165
Newt 2 GO ( )
Odavde slijedi jednadzba kojom je dana akceleracija u modificiranoj teoriji
d2z : 1G*
R (2.166)

T2 TP Newt T 54
dt? “wr 23,
Za aksijalno simetri¢ni sustav iz gornje jednadZzbe moze se vidjeti da je, za sustav Cija je radi-

jalna koordinata R, brzina rotacije dana izrazom

1G,r
Vi V3 R-—=. 2.167
Newr + B30 (2.167)
Ako na trenutak vratimo jedinice i napiSemo
e
V2 V2, + Re28 2.168
Newt + 2 GO ) ( )

moZzemo vidjeti kako je ustvari udio brzine svjetlosti koji se dodaje newtonovskoj brzini izrazen
bezdimenzionalnim omjerom

1G,r
——. 2.16
R2 s (2.169)

Jasno je odavde da su i male varijacije gravitacijske konstante vezanja dovoljne za stvaranje
znatnih odstupanja od newtonovskog rezultata. Nadalje za ovisnost o skali izrazenu jednadZbom
(2.151) prethodni izraz poprima oblik

V2R V2 y il (2.170)

2 p

Ova je relacija srediSnji izraz kojim su se autori sluzili pri modeliranju rotacijskih krivulja
uzorka galaksija. Usporedbom sa ostalim pristupima, ovako dobiveni rezultati su u najmanju
ruku jednako dobri.

Ovaj uspjeh zajedno s rezultatima procedure odredivanja skale u astrofizikalnom okruZenju
koju ¢emo predstaviti u treCem poglavlju, a koja pruza ¢vrsce temelje za gornji izbor skale, ¢ime
je ovaj pristup dodatno osnazen, potaknuo je i neka daljnja istraZivanja koja u okviru ovog for-
malizma proucavaju elipti¢ne galaksije [77, 78]. U navedenim je radovima, na primjeru dvije
elipticne galaksije, pokazano da ovakav pristup moZe uspjeSno objasniti opazenu raspodjelu

brzina zvijezda u tim galaksijama. I u ovom slucaju pokazano je da su ovako dobiveni rezultati

jednako dobri, a u nekim detaljima i bolji od rezultata MOND formalizma.
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2.3 Usrednjeno efektivno djelovanje

U ovom odjeljku opisat ¢emo drugi teorijski okvir u kojem se javlja ovisnost parametara o skali.
Radi se o pristupu kvantnoj gravitaciji koji je formuliran pomocu integrala po putu §to vodi na
usrednjeno efektivno djelovanje kao srediSnji objekt od interesa. I u ovom se slucaju ovisnost
parametara o skali moze upotrijebiti kako bi se pokuSalo objasniti prirodu nepoznatih tamnih
komponenti bez uvodenja novih stupnjeva slobode.

IzloZimo, prije razmatranja samog usrednjenog efektivnog djelovanja, najprije ideju koju je
ve¢ davno iznio Weinberg [79]. Dobro je poznat problem nemogucénosti renormalizacije grav-
itacije koriStenjem racuna smetnje. Weinbergova se ideja sastoji u tome da, iako nije renormaliz-
abilna u raCunu smetnje, gravitacija ipak moZe biti konacna teorija i davati konacna predvidanja
ako u ultraljubi¢astoj granici parametri gravitacijskog djelovanja posjeduju fiksnu to¢ku. Sto to
znali? Za pocetak ozna¢imo sva renormalizirana vezanja u teoriji sa g; (1) gdje je p energijska
skala na kojoj su ona definirana. Ako je masena dimenzija nekog vezanja d; zamjenjujemo ga

bezdimenzionalnim vezanjem
Gi(p) = %gi(p) . 2.171)

Pojedinu fizikalnu veli¢inu R tada moZemo prikazati na sljede¢i nacin

E

Ovdje je D dimenzija fizikalne veli¢ine (naprimjer D = —2 za udarni presjek) , I je energijska
skala karakteristicna za dani proces, a X su ostale fizikalne velicine koje ukljucuju sve om-
jere energija. Kako je srediSnja ideja primjene renormalizacijske grupe Cinjenica da fizikalne
veli¢ine ne ovise o izboru proizvoljne renormalizacijske tocke p, moZemo izabrati u = FE te
prethodna jednadzba postaje

R=FE"f(1,X,3(E)). (2.173)

MoZemo vidjeti kako uz skaliranje E ponaSanje fizikalnih veli¢ina na nekoj visokoj energiji
ovisi o ponasanju bezdimenzionalnih vezanja g(x) kad p — oo. Promjena tih vezanja s prom-

jenom renormalizacijske toCke opisana je S funkcijama

() = B(a(0)- (2.174)

Svaka je teorija opisana putanjom u prostoru vezanja koja je generirana rjeSenjima ovih jed-
nadzbi uz odgovarajuce pocetne uvjete. Da bi teorija bila slobodna od nefizikalnih singularnosti

nuzno je da vezanja g;(p) idu u fiksnu toku ¢g* kad ;1 — oo. NuZan uvjet da se to dogodi je

Bilg") =0 @175
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te da vezanja leZe na putanji koja ide u fiksnu tocku. Za takve teorije kazemo da su asimptotski
sigurne.

U pokus$aju razmatranja Weinbergove ideje primijenjen je formalizam usrednjenog efek-
tivnog djelovanja kod kojeg je usvojen Wilsonov pristup renormalizaciji. U svezi s tim razvi-
jene su tehnike racuna koje se ne oslanjaju na racun smetnje. Cjelokupno podrucje istrazZivanja
dobilo je naziv asimptotska sigurnost gravitacije [80, 81, 82]. Kvantna teorija gravitacije koja
se ovim formalizmom razmatra pociva na formulaciji gravitacije preko funkcionalnog integrala.
Ocekivalo se da bi ovaj pristup mogao ponuditi odgovore koji nadilaze razinu efektivne teorije te
opisati gravitacijsko medudjelovanje na svim energijskim skalama kao i1 da teorija nece nailaziti
na beskonacnosti. Pri tome je najvaznije istraZiti da li je postojanje netrivijalne fiksne tocke
gravitacijskih konstanti vezanja moguce. Kao Sto je ve¢ reCeno, najvazniji objekt u ovom for-
malizmu jest efektivno djelovanje I';, koje se obi¢no interpretira kao rezultat integriranja svih
kvantnih fluktuacija koje imaju impulse vece od k. Ovdje je vazno naglasiti da se pri formu-
laciji teorije ne razmatra fizikalno znacenje veliCine £ [81]. Ona se tek naknadno dovodi u
vezu s fizikalnim veli¢inama. Odredivanje te veze je korak kojeg istraZivanja opisana u ovoj
disertaciji Zele naciniti sustavnim putem uz postivanje kovarijantnosti teorije, za razliku od ko-
riStenja kvalitativnih argumenata. Kako se dolazi do ovog efektivnog djelovanja? Moze se radi
jednostavnosti za pocetak promatrati teoriju gdje multiplet polja ¢4 predstavlja stupnjeve slo-
bode koji opisuju fiziku na nekoj energijskoj skali ky. Neka je ta teorija opisana djelovanjem
Sl¢pa]. Zatim se tom djelovanju dodaje jedan C¢lan Cija je uloga potiskivanje propagacije mod-
ova polja ¢4 impulsa manjih od k, dok na ostale modove ne utjece. Taj ¢lan je funkcija koja,

takoder, u nekoj mjeri ima ulogu regulatora. Taj ¢lan se moZe ovako prikazati
ASk[¢] = / d*qpa Ry (%) b5 - (2.176)

RAB(¢?) je jezgra koja osigurava potiskivanje pojedinih modova. Zatim se formalno definira

funkcional izvodnik povezanih Greenovih funkcija *

Wk[JA] = —log/(D¢A) exp (— S[QZSA} - ASk[gbA] —/JA¢A) . (2177)
Pripadajuéi Legendreov transformat je

Tuléal = WilJ4] — ASiléa] — / T, (2.178)

Ova veli¢ina sada sluZi kako bi interpolirala kontinuirano izmedu djelovanja S, za koje je
k = ko te uobicajenog efektivnog djelovanja I'[¢ 4] koje je funkcional izvodnik jednoCesti¢no

ireducibilnih Greenovih funkcija kada je £ = 0. U tome se ocituje sli¢nost s efektivnim djelo-

3Na sljedeéih nekoliko stranica odstupamo od konvencija koje se koriste u veéem dijelu ove disertacije (vidjeti
dodatak A).
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vanjem u Wilsonovom pristupu. Efektivno djelovanje je ve¢ na nivou drvastih dijagrama prik-

ladno za opisivanje fizike za impulse reda k. Najopéenitiji zapis ovog djelovanja jest
Ti(@a, 9i) = Zigi(k)Oi(da). (2.179)

Ovdje su g; konstante vezanja ovisne o skali, a O; su svi moguci operatori koji su sacinjeni
od polja ¢4 i njihovih derivacija, a koji su u skladu sa simetrijama teorije. Oznacimo li sa

t = log(k/ko), tada je ovisnost [y, o skali k moguce zapisati na nacin

8tFk(¢Aa gi) = Eiﬁi(k)oi<¢fl) . (2.180)

Ovdje su sa (3; oznacene (3 funkcije konstanti vezanja.

Bi(gj, k) = Org; - (2.181)

Ako su d4 i1 d; kanonske dimenzije polja i konstanti vezanja, tada iz dimenzionalne analize
slijedi

Ty(da,g:) = Do(b™da, b%g;) . (2.182)

Ovdje je b realan broj. Ovo se radi kako bi se teoriju zapisalo pomocu bezdimenzionalnih
polja da = pak—. Isto tako Zelimo imati i zapis preko bezdimenzionalnih konstanti vezanja

Gi = g;k~%. Odabere li se sada b da bude jednak k~! mogude je definirati sljedeéi funkcional

T(¢a,3:) = T1(da, &) = Ti(ba. i) - (2.183)

Na sli¢an nac¢in mogu se skalirati i 5 funkcije
Bi(g, k) = k%a;(g;) (2.184)
gdje a;(g;) ima znacenje
a;(g;) = Bi(g;,1) . (2.185)

Tako se 3 funkcije bezdimenzionalnih konstanti vezanja mogu zapisati na sljedeéi nacin

Bz(gj) = 01g; = Gi(ﬁj) — digi , (2.186)
iz Cega je vidljivo kako one ovise o & samo implicitno preko g;(¢). Efektivna se djelovanja za
dva razlicita izbora k u osnovi razlikuju za integral modova polja u rasponu izmedu tih dvaju
izabranih impulsa k. Kako takve integracije ne vode na beskonacnosti 3 funkcije su konacne.

Odrede li se § funkcije na nekoj skali &, one su automatski odredene i na bilo kojoj drugoj
skali iz dimenzionalnih razmatranja. Samim time skala k;, odnosno djelovanje koje je njome

definirano (S) sluZe kao skup pocetnih uvjeta. Poznavanje § funkcija tada omoguéava kretanje
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po putanji renormalizacijske grupe polazeci iz bilo koje pocetne tocke u prostoru konstanti
vezanja. Efektivno djelovanje I'; je stoga moguce dobiti integracijom duZ putanje renormal-
izacijske grupe. Ultraljubiasto ponaSanje se tada proucava uzimanjem limesa & — oo. Ako
moZemo provesti integraciju u tom limesu, teorija je fundamentalna. Ako pak postoji skala A
preko koje nije moguce provesti integraciju, govorimo o efektivnoj teoriji ili teoriji sa gornjom
granicom.

Konstante vezanja efektivnog djelovanja mogu se dovesti u vezu sa mjerljivim, fizikalnim
veli¢inama. Te fizikalne veliCine ovise o bezdimenzionalnim parametrima poput kuteva ras-
prSenja i omjera energija te o bezdimenzionalnim konstantama vezanja g;. Udarni se presjek,

naprimjer moZe prikazati na sljedeéi nacin
oc=k%(X,3). (2.187)

Ponovimo, ako ne Zelimo da ovakve fizikalne, mjerljive veliCine divergiraju, nuzno je da nijedno
vezanje ne divergira u granici ¢ — oo, jer bi to znacilo da i o takoder divergira. Kako bi se
izbjeglo ovaj problem dovoljno je da tok renormalizacijske grupe ide u fiksnu tocku, to jest u

tocku g, za koju vrijedi
Bi(g.) =0, (2.188)

1 to za svaki 7. Postojanje takve fiksne tocke je neophodan uvjet kako bi bila ostvarena asimp-
totska sigurnost teorije. Za asimptotsku sigurnost vazno je i jo$ jedno svojstvo. Neka u prostoru
konstanti vezanja teorije postoji skup tocaka za koje tok renormalizacijske grupe utjece u fik-
snu toCku. Nazovimo taj skup toCaka kritina povrSina. Ako krenemo iz tocke na kriticnoj
povrsini, tok renormalizacijske grupe ¢e uvijek biti na toj povrSini te ¢e naposljetku u ultralju-
bicastoj granici zavrsiti u fiksnoj tocki. Isto tako, ako u prostoru vezanja teorije krenemo iz
tocke koja se ne nalazi na kriti¢noj povrsini, tok ¢e opcenito i¢i u beskonacnost (ili eventualno u
neku drugu fiksnu toc¢ku). Tako svakako moramo zahtijevati da teorija lezi na kriti¢noj povrSini.
A ono $to je nezaobilazan uvjet mogucnosti predvidanja posljedica teorije je dimenzionalnost
takve kriti¢ne povrSine koja mora biti kona¢na. Naime, tada je nuzno eksperimentalno odrediti
samo konacan broj parametara. Dakle, asimptotski sigurna teorija, kako bi mogla davati pred-
vidanja 1 imati dobro ponaSanje u ultraljubicastoj granici, mora biti teorija koja posjeduje fiksnu
tocku 1 kona¢nodimenzionalnu kriti€énu povrSinu. Poseban slucaj asimptotski sigurne teorije je
kvantna kromodinamika koja je renormalizabilna u raCunu smetnje, te je asimptotski slobodna.
Odnosno, fiksna je tocka gausijanska u kojoj konstante vezanja iSCezavaju.

Pogledajmo sada na koji se nacin u kontekstu asimptotske sigurnosti i upotrebom usred-

njenog efektivnog djelovanja moze analizirati gravitacija. Krene se od razvoja
Ck(gui g™) = > > 9" (1) O (gu) - (2.189)
n=0 ¢
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Ovdje je
o = / A\ /gM™ (2.190)

aM Z(-n) su polinomi u tenzorima zakrivljenosti i njihovim derivacijama koji sadrze 2n derivacija

metrickog tenzora, a ¢ oznacava razliCite operatore istog broja derivacija metrickog tenzora.
(

Pripadajuéa dimenzija gin) jest d, = d — 2n. Prva dva ¢lana u razvoju daju Einstein-Hilbert

¢lan te kozmolosku konstantu. Naime M = 1, a M) = R. Tome odgovaraju konstante
vezanja gV = —Z, = —1=,i ¢¥ = 2Z A gdje je A kozmoloska konstanta. Newtonova je
konstanta dio Z, koji je renormalizacija valne funkcije gravitona u lineariziranoj Einsteinovoj
teoriji. Clanovi koji sadrZe Cetiri derivacije metri¢kog tenzora su MgQ) = (? koji je kvadrat
Weylovog tenzora i Mél) = R?. Za njih su konstante vezanja dane inverzima koeficijenata.
Nazove li ih se 2A = (¢\?)71i ¢ = (¢{)~! moze se zapisati

rn=? — /d%@{zzg/\ — Z,R + %(12 + %R2 . (2.191)
Za gravitaciju je specifi¢no da se za razliku od drugih teorija ovdje ne moZe eliminirati renor-
malizaciju valne funkcije. Odnosno, pogodnom redefinicijom polja moZe se to i ovdje napraviti
ali je relacija koja se dobije istovjetna relaciji koja proizlazi iz dimenzionalne analize te ne
moZemo istovremeno eliminirati ovisnost o k1 Z,. Odabere li se £ kao jedinica mase, moguce

je ovako definirati efektivno djelovanje

(G Zgy A, .. ) = TG Zgy A, .. ) = Ta(gu; Zg, A, .. - (2.192)

U ovim izrazima upotrijebljene su oznake

guy = nguu 5
~ 4 1
Z = 2= _—
I k* 167G
~ A
A = =k (2.193)

Fizikalno ¢e mjerljive veli¢ine eksplicitno ovisiti o Zg te e, kako bi bili zadovoljeni uvjeti nuzni

za asimptotsku sigurnost teorije, morati u fiksnoj tocki biti zadovoljena relacija

0z, =0, (2.194)
to jest mora vrijediti

0,G=0. (2.195)

Kako bi se sada provjerila moguénost da je gravitacija asimprotski sigurna teorija nuzno je
pokazati da postoji fiksna tocka. Racun se provodi primjenom egzaktne jednadzbe renormal-
izacijske grupe na gravitaciju. Naime Wetterich je pokazao [83] da efektivno djelovanje defini-

rano u (2.179) zadovoljava relaciju

o, — LsT O 1 RAB _13 RAB (2.196)
tL k — 2 r 5¢A5¢B k tLlg . ‘
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Ovdje ST'r predstavlja trag preko impulsa, Cesti¢nih vrsta, svih internih indeksa kao i prostor-
vremenskih indeksa. Ovaj izraz moZe se usporediti sa derivacijom jednadzbe (2.189) po ¢ kako

bi se odredile 3 funkcije. Efektivno djelovanje na nivou jedne petlje je

52(5 + ASk)
0pd¢

Formalno je izraz koji zadovoljava ovo efektivno djelovanje istovjetan jednadzbi (2.196) ako

Trlog (2.197)

se zamijene konstante vezanja ovisne o skali g;(k) sa onima koje se pojavljuju u djelovanju S,
odnosno sa g;(kg). 5 funkcije na nivou jedne petlje su one koje se dobiju iz (2.196) gdje se zane-
maruju eventualni doprinosi koji sadrZe derivacije konstanti vezanja g;. Naravno, nemoguce je
naéi [ funkcije svih moguéih vezanja. Stoga je uobiCajna procedura razmatranje samo pod-
skupa svih mogucih ¢lanova u efektivnom djelovanju. Pri tome se ne moze posluZiti malim
parametrom nekakvog razvoja koji bi sugerirao koji ¢lanovi bi mogli biti potisnuti nego se treba
voditi fizikalnim pretpostavkama.

Indikacije postojanja fiksne tocke za gravitaciju koja bi je ¢inila asimptotski sigurnom mo-
guce je dobiti koristenjem nekoliko razli¢itih metoda. Nijedna od njih sama za sebe ne pruza
snazne 1 neoborive dokaze da je tome tako. No Cinjenica da sve one ukazuju na to ipak daje
odredenu nezanemarivu teZinu toj tvrdnji. Jedna od metoda je takozvani 2 + € razvoj koji se za-
sniva na ideji kako je za danu teoriju netrivijalna fiksna toc¢ka posljedica postojanja asimptotski
slobodne teorije (trivijalne fiksne tocke) u istoj toj teoriji, ali u manjem broju dimenzija. To se i
dogada u nekim primjerima teorija koje ne opisuju gravitaciju, a takoder nisu renormalizabilne
u racunu smetnje. Ovakvo je razmiSljanje 1 dio prvotnih Weinbergovih razmatranja. Teorija se
analizira u dvije dimenzije. No gravitacija u dvije dimenzije nije dinamicka teorija $to pred-
stavlja problem. Stoga se gravitacija razmatra u 2 + € dimenzija te se zatim proucava ponasanje
za e — 07, Ovi rauni sugeriraju da je gravitacija asimptotski sigurna u 2 + € dimenzija $to ot-
vara mogucnost da postoji 1 netrivijalna fiksna tocka u Cetiri dimenzije. Naznake postojanja fik-
sne toCke dolaze i od takozvanih razvoja za veliki N [84]. Teorije ¢ija djelovanja, osim Einstein-
Hilbert ¢lana, sadrze i Clanove s Cetvrtim derivacijama metrickog tenzora su renormalizabilne u
racunu smetnje 1 ukazuju na postojanje netrivijalne fiksne tocke za Newtonovu konstantu. Ako
se takvim djelovanjima doda i djelovanje za materiju s velikim brojem slobodnih polja te se
nacini razvoj za veliki N (gdje je N broj polja) tada su sva gravitacijska vezanja asimptotski
sigurna. Simetrijska razmatranja koriStenjem prikaza prostora-vremena preko dvodimenzion-
alnih hiperploha umjesto uobicajene podjele na trodimenzionalne hiperplohe takoder ukazuje
na postojanje fiksne tocke za gravitacijeske parametre. Takoder razmatranjem samo konac¢nog
broja ¢lanova u djelovanjima koja, uz Einstein-Hilbert ¢lan te kozmolosku konstantu, sadrze
i potencije Riccijevog skalara dolazi se do naznaka postojanja fiksne tocke te se taj zakljucak
ne mijenja ukljucivanjem slobodnih polja materije ali i nekih drugih ¢lanova visih redova u

derivacijama metrickog tenzora [85].
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Posljedice gornjih razmatranja na fiziku odredene su kao i u slucaju kvantne teorije polja u
klasi¢cnom zakrivljenom prostor-vremenu identifikacijom parametra k s fizikalnim energijskim
skalama. Neke rezultate koji proizlaze iz odredenih proizvoljnih identifikacija opisat ¢emo u
nastavku ovog odjeljka.

Postojanje ultraljubicaste fiksne tocke glavna je vodilja rada [86] koji se bavi popravkama
Einsteinovim jednadzbama gibanja koje se javljaju zbog ovisnosti Newtonove i kozmoloske
konstante o skali u pristupu preko usrednjenog efektivnog djelovanja. ToCan oblik tih ovisnosti

odreden je [ funkcijama. Definiraju se bezdimenzionalne Newtonova i kozmoloska konstanta

g(k) = k"?G(k),
AE) = A(k)/K>. (2.198)

Pokazuje se da za male vrijednosti regulatora usrednjenog efektivnog djelovanja dimenzionalne

konstante zadovoljavaju sljedece izraze

G(k) = Go[l —wGok? + O(G2k")),
A(k) = Ao + vGok*[1 + O(Gok?)] (2.199)

gdje su w i v konstante. Ovdje susa Go = G(k = 0)i Ay = A(k = 0) oznacene vri-
jednosti parametara u infracrvenom podrucju. Za G(k) je ovim pristupom utvrdeno da nema
promjene Newtonove konstante sa skalom izmedu kozmoloske skale £ ~ 0 i skale na kojoj se
Newtonova konstanta odreduje (skale Suncevog sustava i laboratorijske skale), te se GG identi-
ficira s eksperimentalno utvrdenom vrijednosti Newtonove konstante. G se koristi kako bi se

definiralo Planckovu masu, duljinu i vrijeme

Mp; = Galm ;
Ipp=tp =G/* (2.200)

Gornja su rjeSenja (2.199) razvoji u (k/Mp;)?. Prema tim rjeSenjima ucinci renormalizacije
postaju znacajni tek na skalama reda Mp;. Uo¢imo da se vrijednost G(k) smanjuje s poveca-
vanjem k $to je naznaka asimptotske slobode kvantne gravitacije. Ovakav oblik ponasanja
naziva se perturbativni reZim te se prvi ¢lanovi u razvoju prikazani u (2.199) smatraju dovoljn-
ima za opis promjene parametara sa skalom. S druge pak strane za velike vrijednosti regulatora

k > Mp; bezdimenzionalni parametri ¢ i A idu u fiksnu tocku te slijedi

uv
9s
(2.201)
A(k) = AUV k2 (2.202)

Ovaj rezim ponaSanja parametara naziva se rezim fiksne tocke. Nadalje, mogu se gledati

popravke Einsteinovim jednadZbama koje su posljedica ovih ovisnosti parametara o skali. U
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tom je trenutku vazno odabrati vezu regulatora sa nekom relevantnom skalom. S obzirom da se

Zeli proucavati kozmoloSke primjene na osnovu simetrija slijedi & = k() $to znaci

G(t) = G(k=k@)),

At) = Ak=Ek()). (2.203)
Skala u nacelu moZe biti
k= k(t,a(t),a(t),a(t),...), (2.204)
ali su na osnovu kvalitativnih razmatranja autori spomenutog rada analizirali dvije moguénosti
§
E(t) = =
( ) t ?
_ 8
k(t) —— (2.205)

a(t)
Naravno, i u ovom se formalizmu predvidanja zasnovana na ovim izborima mogu razlikovati.
Mogu voditi i na krive odnosno neopravdane zakljucke ¢ime je jo$ jednom pruzena motivacija
istrazivanjima sustavne metode odredivanja skale koja je tema ove disertacije. Polazeéi od

prvog izbora u jednadzbi (2.205) u dva razmatrana rezima dobije se

G(t) = Gy [1 — @(ttil)Q + O((?)Ll)} ,

At) = Ao+ oMp, (%’”)4[1+0(<t—1’l>2)] : (2.206)

t

za perturbativni rezim gdje su

0 = w?,

N

— et (2.207)

konstante. S druge strane u reZimu fiksne tocke vrijedi

G(t) - g*t27

At) = M2, (2.208)
pri cemu je

g = 9*5727

A = MNEZ (2.209)

U homogenom i izotropnom prostoru-vremenu tenzor energije-impulsa je oblika *

T = diag(p, —p, —p, —p) - (2.210)

Kao i u standardnoj kozmologiji pretpostavlja se da je ovaj tenzor kovarijantno oCuvan. Za
FRW metriku slijedi _

) a

p+3a(p+p):0. (2.211)

#U nastavku opet upotrebljavamo konvencije kojima se koristimo u veéem dijelu ove disertacije.
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Jednadzba stanja je
p(t) = wp(t) . (2.212)
Einsteinov tenzor je kovarijantno ocuvan pa za desnu stranu modificiranih Einsteinovih jed-
nadzbi vrijedi
V,[-Ag,, —8rGT,] =0. (2.213)
Naravno, zbog uvedenih ovisnosti A i G o vremenu ova jednadzba nije automatski zadovoljena

iS¢ezavanjem kovarijantne derivacije tenzora energije-impulsa. Slijedi uvjet konzistentnosti
A+ 81pG =0, (2.214)

kojeg se moze zapisati i ovako

%(A + 87Gp) = 81Gp. (2.215)

00 komponenta Einsteinovih jednadzbi daje

N 2
a K A 8«
— = ==-+—=C 2.216
(a) ta=3 50, ( )
dok iz 7z komponente slijedi
i (a\® K
2— + (-) + - =A—-8rGp. (2.217)
a a a

MnoZenjem prve od ovih relacija s a? te deriviranjem po vremenu upotrebom uvjeta konzis-
tentnosti (2.215) zajedno s drugom jednadzbom pokazuje se da vrijedi zakon oCuvanja (2.211).
Zakon ocuvanja tenzora energije-impulsa i uvjet konzistentnosti imaju istu ulogu u ovom pris-
tupu. Kao nezavisne jednadZbe odabrane su (2.211) 1 (2.216). Zajedno sa uvjetom konzistent-
nosti te (2.203) Cine sustav od pet jednadzbi za Cetiri funkcije a(t), p(t), G(t) i A(t). Sustav
je, dakle, prezadan te za dani izbor jednadZbe stanja i geometrije treba provjeravati njegovu
konzistentnost. Istrazena su rjeSenja za rani svemir te se pokazuje da postoji mogucnost rjesa-
vanja problema Cesti¢nog horizonta i problema ravnosti svemira. Ako se inzistira na nekom
izboru skale postoje geometrije i jednadZbe stanja za koje nije moguce naci rjeSenja koja zado-
voljavaju uvjet konzistentnosti.

U radu [56] postulirano je postojanje fiksne tocke za gravitacijske parametre u infracr-
venom podrucju kako bi se izucavali mogudi ucinci takve ideje na ponasanje danasnjeg svemira,
odnosno na problem koincidencije. Problem koincidencije je zanimljiva Cinjenica da su upravo
u danasnjem svemiru gustoca energije materije i gustoca tamne energije istog reda veliCine.
Pri tome se ne razmatraju mogudi fizikalni mehanizmi koji bi mogli biti uzrok postojanja
takve fiksne tocke ve¢ se analiza zasniva na fenomenoloskom pristupu. Napomenimo kako

je u prethodnoj analizi na visokim energijama zaklju¢eno kako znacajni ucinci renormalizacije
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postaju vidljivi tek na skalama reda veli¢ine Mp;. Postuliranje infracrvene fiksne tocke mo-
tivirano je rezultatima iz literature koji ukazuju kako zbog infracrvenih divergencija kvantne
gravitacije moze doci i do znacajnih u€inaka renormalizacije 1 na niskim energijama [87]. Di-
namika je ponovno odredena Einsteinovom jednadZzbom, u kojoj figurira o€uvani tenzor energije
impulsa T}/ = (p, —p, —p, —p), za kojeg se pretpostavlja jednadZba stanja p(t) = wp(t) gdje
je razmatran sluc¢aj w > —1. I ovdje je koriSten isti pristup kao i za analize posveéene ultralju-
biCastoj fiksnoj tocki, dakle odabrana je skala k = £/t te se zatim provjerava konzistentnost
sustava gore izloZenih pet jednadZbi za Cetiri funkcije od interesa. IstraZivanje, dakle poCiva na

hipotezi

lim g(k) = g¢I",

k—0
Jim A(k) = ME (2.218)
U blizini fiksne tocke vrijedi
IR
s
G<k) = kQ )
(2.219)
A(k) = NBE? (2.220)
Sto za izbor skale k = £/t vodi na
G(t) - g*§_2t2 ’
2
Alt) = )\Zf , (2.221)

s time da je sada od interesa granica t — oo. Daljnja je pretpostavka da za skale puno vece od
danasnje kozmoloske skale nema ovisnosti parametara o skali ili je ona jako blaga te se grav-
itacijski parametri u tom slucaju tretiraju kao konstante. Ovim pristupom dobiveni su sljedeci

rezultati za prostorno ravan svemir

8
2 _
£ = 3(1+w)2k*, (2.222)

Sto vodi na sljedece rezultate za trazene funkcije

3\ 4 GEDR
a(t) = |:<§> (1+w) g M 3w |
8 1

t) = —
A= S wga
G(t) = g(l + w) g A2,

8 1

Alt) = ACITR 2.223

) 3(1+ w)? 2 ( )
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§ 2.3. Usrednjeno efektivno djelovanje

Vrlo zanimljivo svojstvo ovog rjesenja jest ¢injenica da je za sve vrijednosti w, g, A,
1

PA =P = SPes (2.224)
gdje je
_ 3 ()’ (2.225)
Pe=SrGit)\a) ‘

Postojanje fiksne toc¢ke u infracrvenom podrucju moze u okviru ovog pristupa voditi na rjeSa-
vanje problema koincidencije. Zakljuceno je i kako bi u skoroj buduénosti mogao biti testiran
rezultat koji predvida vremensku promjenu Newtonove konstante sljedeceg oblika
g _ % _ %(3 4 3w)H(L). (2.226)
Nadalje, u ovom su formalizmu proucavani ucinci popravki na razini djelovanja za grav-
itaciju [88]. Motivacija za to je viSestruka. Ponajprije s teorijskog je glediSta poZeljno imati
formulaciju preko djelovanja. Osim toga postoji teorija gravitacije koja implementira promjen-
jivu Newtonovu konstantu, a to je Brans-Dicke teorija koja polazi od djelovanja

Spp = 16% d*zv/—g(pR — wp™10,00" @) + Spm (2.227)

gdje je ¢(z) = 1/G(x), a w je broj. Isto tako moze se dogoditi da ne moZzemo imati koristi
od modifikacija uzrokovanih promjenjivim parametrima na razini jednadZbe gibanja. Primjer
je slucaj crnih rupa u odsutnosti materije (7,,, = 0) koje se prouCava na skalama na kojima
je moguce zanemariti kozmoloSku konstantu. Tada se jednadZzbe gibanja svode na G, = 0 te
nema nikakvog novog doprinosa koji bi mogao do¢i od promjenjivih gravitacijskih parametara.
Istrazivanja u radu [88] polaze od djelovanja

1 4 R A(x)
Slg, G, A] = 16—7T/d x\/—_g{ o 2G<x>}, (2.228)

gdje je prostorno-vremenska ovisnost parametara rezultat njihove ovisnosti o skali (G(k), A(k))
koja je funkcija prostorno-vremenskih koordinata (k = k(x)). Naravno, jednadzbe gibanja se
ne razlikuju od klasi¢nih jednadzZbi gibanja, koje se modificiraju, samo uvodenjem parametara

ovisnih o skali. Naime, jednadZbe su
GHV - _SWG(I)TMV - A<x>gMV - Atl‘”’ (2229)
gdje se pojavljuje novi ¢lan

At,, = G(z)(V,V, — guD) (2.230)

1
@ )
koji je posljedica prostorno-vremenskih ovisnosti parametara. Takoder djelovanju je dodan i
¢lan Syp[g, G, A] pripadajuceg tenzora energije-impulsa
B 2 05y
a _\/——_g(sgw(x) '

uv

(2.231)
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Sveukupno, jednadzba gibanja je tada
G#V = _87TG<I>TPLI/ - A(x)g,uzl - At,uz/ - 19;1,1/ y (2232)

gdje je ¥, = 8nG0,,. I ovdje se polazi od Cinjenice da je VG*” = 0 te onda i kovarijantna
derivacija desne strane mora iSCezavati iz ¢ega ponovno slijedi uvjet konzistencije. Skala o
kojoj parametri ovise ponovno je odabrana proizvoljno na nacin k& = £/t. Razmatrani su ra-
zIiciti slucajevi izbora tenzora §*”, prostorne zakrivljenosti K te jednadzbe stanja u kontekstu
kozmologije. ZakljuCeno je da se unato¢ uvodenju ovisnosti o skali ve¢ na razini djelovanja
rezultati barem kvalitativno slaZu s prethodno dobivenima gdje su parametri ovisni o skali uve-
deni u jednadZbama gibanja.

U ovom formalizmu istraZene su i mogucnosti primjene u astrofizici, kako bi se pokusalo
objasniti rotacijske krivulje galaksija [89, 90, 91]. Analizirane su ovisnosti Newtonove kon-

stante o skali

IR
G(k) =G + g]; , (2.233)
te
G(k) o k1, 0<g<1. (2.234)

Kako se ne o¢ekuje doprinos kozmoloske konstante na skali galaksija pretpostavljeno je A(k) =
0. U raunu se ovisnost Newtonove konstante o skali uvodi na razini djelovanja. Ovisnost skale

o koordinatama prostora-vremena dana je izrazom

(2.235)

gdje je d(r) duljina radijalne krivulje definirane s dt = d¢ = di = 0 za sferno simetri¢nu
metriku
ds® = g datde” = B(r)dt? — A(r)dr? — r*d0* — r* sin® 9d¢® . (2.236)

Za prvu ovisnost Newtonove konstante o skali (2.233) izraz za silu se modificira te osim newton-
ovskog doprinosa 7%2 sadrzi i ¢lan o r koji je jako mali te ne moZe objasniti opaZanja. Za
drugu ovisnost (2.234) newtonovski doprinos potencijalu o< 1/r se modificira ¢lanom ¢lnr
koji, barem kvalitativno, moZe objasniti rotacijske krivulje galaksija za vrijednosti parametra
g~ 1075,

Sadrzaj drugog poglavlja zorno ukazuje na nekoliko ¢injenica. Ponajprije, razmatranja do-
bro definiranih teorijskih pristupa vode na ovisnost parametara gravitacijskog medudjelovanja
o proizvoljnoj skali pri renormalizaciji (regularizaciji). Za iskazivanje predvidanja koja iz toga
proizlaze nuzno je identificirati skalu renormalizacijske grupe pomocu fizikalnih veli¢ina u raz-
matranom sustavu. Ovisnost efektivnih parametara o tim fizikalnim veli¢inama odrazava ovis-
nost parametara gravitacijskog medudjelovanja o proizvoljnoj skali regularizacije. Vidjeli smo

da primjena ovog pristupa moze dati odgovore na neke probleme u astrofizici 1 kozmologiji u
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§ 2.3. Usrednjeno efektivno djelovanje

kontekstu opazanja koja se uobicajeno pripisuju tamnim komponentama. S druge strane, ta je
identifikacija, u literaturi najéesce proizvoljna i vodena kvalitativnim razmatranjima. Razli¢iti
izbori mogu voditi na fizikalno znatno razli¢ite odgovore. U narednim poglavljima izloZeni su
rezultati istraZivanja koja ¢ine okosnicu ove disertacije. Osnovni je cilj tih istraZivanja sagle-
dati u kojoj je mjeri moguce razviti sustavnu metodu odredivanja skale te koje sve posljedice
iz takve procedure proizlaze. Pri tome se vodimo idejom da identifikacija skale renormalizaci-
jske grupe ne naruSava kovarijantnost teorije. Razmatraju se rezultati primjene takve procedure
na razini jednadZzbi gibanja i na razini djelovanja te se analiziraju modifikacije gravitacijskog

medudjelovanja koje time slijede.
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3. Metoda odredivanja skale na razini

jednadzbi gibanja

Najprije ¢emo opisati postupak sustavnog odredivanja skale pri cemu ¢emo ovisnost parametara
o skali uvesti na razini jednadzbi gibanja blisko slijedeci izlaganja u radu [92]. Jednadzbe
gibanja za gravitacijsko polje koje ¢emo razmatrati su jednadzbe koje dobijemo variranjem
djelovanja po metrickom tenzoru pri ¢emu gravitaciju opisujemo Einstein-Hilbert djelovanjem

s kozmoloskom konstantom

_ 1 4 o R —

gdje je A = 81Gpy.

Dodamo li tome djelovanje za materiju S,,,: jednadZbe do kojih dolazimo su
1
Gaﬁ = Raﬂ - §Rgo¢5 = _87TG(T045 + pAgaﬁ) ) (32)

gdje je T, tenzor energije i impulsa za materiju:

T = \/L__g 55“3 ot (3.3)
Sada Zelimo uvesti parametre GG i A koji ovise o skali. Time jednadZba postaje
1
2

Gap = Rap — 5 Rgap = —87G (1) (Tap + pa(1t)gas) - (3.4)

Popravke koje dolaze od renormalizacijske grupe su, dakle, sadrZane u parametrima G(u) i
A(p). povdje predstavlja fizikalnu skalu koju odredujemo ovom procedurom. Pretpostavljamo
pri tome da je p skalar na opCe koordinatne transformacije. Materiju opisujemo kao idealni

fluid ¢ija je Cetverobrzina u, te je time tenzor energije-impulsa dan sljede¢im izrazom
T = (p+ pluv” — pg*”. (3.5)
Pretpostavit éemo da je ovaj tenzor kovarijantno ocuvan to jest da za njega vrijedi
VoI =0. (3.6)

Ako to ne bismo pretpostavili tada bi bilo moguce naciniti proizvoljan izbor skale koji bi za
dane ovisnosti parametara mogao zadovoljiti zahtjev kovarijantnosti na racun izmjene energije

izmedu materije 1 ostalih komponenti. Kako je Einsteinov tenzor kovarijantno ocuvan

V.G =0, 3.7)



iz jednadzbe (3.4) slijedi relacija
ValG(u)(T* + pa(1)g™?)) = 0. (3.8)

Imajudi u vidu skalarnu prirodu veli¢ine 1 mozemo, za opéeniti tenzor energije-impulsa mater-

ije, dobiti uvjet na izbor skale

(Oaps) [G'(1)(T? + pa()g™”) + G(p) Py (1) g*’] =0, (3.9)

gdje’ oznacava derivacije s obzirom na pi.. Uvjet (3.9) za tenzor energije-impulsa idealnog fluida
(3.5) ima oblik

(Gap) [G' (1) ((p + p)uu” + (pa(p) — p)g*") + G(1)pi (1)g*"] = 0. (3.10)

MozZemo to zapisati i na jo§ jedan nacin. Naime, mnoZeci gornji izraz sa ug te kontrahirajuci 3
indekse slijedi
(u*0apr) [G' (1) (p + pa(p)) + G(p)Ps ()] = 0. (3.11)

Ovo je jednadZzba koju ¢emo Koristiti pri odredivanju skale u razli¢itim situacijama. Dogodi li se
da je za dani slu¢aj umnozak u“0,p = 0, tada moramo detaljnije analizirati jednadZbu (3.10).
Kako bismo odredili skalu nuZno je u ovom trenutku izabrati teorijski okvir iz ¢ije domene uz-
imamo ovisnosti parametara. Jedan oblik ovisnosti koji éemo ovdje koristiti dolazi iz teorije
polja u zakrivljenom prostor-vremenu. Odabiremo relacije nastale poop¢avanjem ovisnosti raz-

matranih u kozmoloSkim primjenama, dakle

pa(p) = co + cop®, (3.12)
Go

Glu) = —2°2 . 3.13

W=1re In & G149

Kao sljedeéi model ovisnosti odabiremo poopceni oblik funkcija koje su predloZene od strane
Bonnana i Reutera u radovima [56, 93]. Ovi autori razmatraju pretpostavku postojanja infracr-
vene netrivijalne fiksne toCke za gravitaciju. Njihova analiza takvog scenarija vodi na sljedece

ovisnosti parametara o skali

A(k) = 87G(k)pa (k) = AK? (3.14)
B
G(k) = R (3.15)

Poopcenje ovih izraza kojim se sluzimo u ra¢unu dopusta proizvoljne potencije v i S u izrazima

(3.14) 1 (3.15) te ¢emo usvojiti relacije

A(k) = 8nG(k)pa(k) = Ak (3.16)
B
G(k) = R (3.17)

U sljede¢im pododjeljcima iznesena je primjena metode za neke izbore prostor-vremena mo-

tivirane fizikalnim situacijama.
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3.0.1 Vakuumski prostor

Prije analiza u kojima ¢emo Koristiti tenzor energije-impulsa idealnog fluida za opis materije

razmotrimo prostor-vrijeme bez materije, to jest slu¢aj kada je 7% = 0 (vakuumski prostor).

d

g’ (Oapt) 5 (G ) pa () = 0. (3.18)
Kako je za opceniti slucaj
d
@(G(M)PA(M)) #0, (3.19)
vrijedi
9%’ (Qap) = 0. (3.20)

Iz gornje jednadZbe lako je isCitati kako za sve toCke prostor-vremena u kojima determinanta
matrice ¢*” ne i¥¢ezava vrijedi d,pt = 0 i to za svaki . To znaci da y ne ovisi o koordinatama

prostor-vremena. Parametri GG i p, su stoga konstante.

3.0.2 Izotropnii homogeni 3D prostor

Zelimo li napraviti analizu za izotropan i homogen 3D prostor, motivirani kozmologijom, ko-
ristit cemo Friedmann-Robertson-Walker linijski element

2

2 2 2

+ 7r2d6? + r* sin? 9d<p2) . (3.21)

U sugibajuéim koordinatama komponente Cetverovektora brzine idealnog fluida su u° = 1,
u® = 0. Ovo je prostor-vrijeme izotropno i homogeno. U skladu s tom &injenicom ovisnost
skale 11 0 koordinatama opisana je na sljede¢i nacin p = p(z°) = p(t). Mozemo vidjeti kako

iz toga slijedi u® 0, # 0. Primijenimo li to na jednadzbu (3.11) dobit Ce se

G'(1)(p+ pa(p)) + G(p)py(n) = 0. (3.22)

Ovo je jedini uvjet koji se dobije za ovo prostor-vrijeme. To se moze zakljuciti analizom jed-
nadzbe (3.10). Ovaj rezultat je ve¢ postojao u literaturi te su na sljedecih par stranica izloZeni
zakljucci do kojih se dolazi njegovom primjenom, a prvi su put izloZeni u radu [94]. Uvjet

(3.22) se s obzirom na to da je ;1 = p(t) moZe napisati kao

G(1)(p+ pa(p) + G(u)pa(p) = 0. (3.23)

gdje oznacava vremensku derivaciju. Ako tijekom evolucije svemira /i ne iSCezava vrijedi
dpa\ ((dG(u)\
= — -G — || — . 3.24
p=—p(y) (M)(du)( 0 (3.24)
Ovime smo dobili vezu
p=r(n), (3.25)
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koja nam omogucava izraZzavanje skale preko gustoe materije

= f"p) (3.26)

Dakle, procedura odredivanja skale nam u ovom slucaju omoguduje izraziti veliine py i G

preko p. Promjena gustoce sa faktorom skale je

a —3(14w)
p—mw(;) . (3.27)

0

Za opis evolucije svemira potrebna je jo§ jedna jednadzba, te se koristi Friedmannova jednadzba

N 2
a K 8w
— —=—=—G . 3.28
<a) T3 (p+pa) (3.28)
Primjenom procedure odredivanja skale u kozmologiji na (3.14) 1 (3.15) za skalu se dobije
grB \"*
k=|—— : 3.29
() (3.29)
Nadalje slijedi
A =8nGp = (StABp)Y/2. (3.30)

KoriStenjem ove relacije, zajedno sa (3.27) 1 (3.28) mozZe se dobiti ovisnost faktora skale o

vremenu. Uvode se sljedeci parametri

_ 3H?
/)c - 87TG )
A
Ay = —
A 87G’
Qm = p_m )
Pec
K
O = ek
(3.31)
Sada jednadZbu (3.30) moZemo napisati kao
Qr = Q. (3.32)
Vrijedi
Op+ Q2 + Qg =1. (3.33)
MozZemo sada naci implicitni izraz za faktor skale
a/ao —1/2
Ho(t—t) = / [Q‘}( + (1= QO )ut=3w2 |y (3.34)
a’/ag

te je Sirenje svemira odredeno dvama parametrima: w i 9. U radu [94] nadalje se analiziraju

neki posebni slucajevi u granici ' — 0 (a’ — 0) te se dobiveni rezultati usporeduju sa onima
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u radu [56] gdje je skala odabrana proizvoljno, odnosno je motivirana kvalitativnim razmatran-
Jima.
A) QY% = 0, w proizvoljan

Za ovaj izbor, to jest, prostorno ravan svemir vrijedi

4
a 3 3(1+w)
= = (21 +w)Hpt 3.35
<= (fus o)™ (3.35)
iz Cega slijedi

4 87B 1/4 1 /8\"1
k= ) = —— (=) -, (3.36)

314+w)Hy\ A 1+w\34 t

Ovim rezultatom sustavnog odredivanja skale u kozmologiji potvrduje se kvalitativan izbor u
radu [56].
B) QY% proizvoljan, w = 1/3

U ovom je slucaju ponaSanje faktora skale dano jednostavnim izrazom

ai — Hyt (3.37)
0
pa je sama skala

1 (8B /4

te je 1 za ovaj izbor parametara kvalitativan izbor u radu [56] opravdan.
0% >0,w=0
Za svemir proizvoljne prostorne zakrivljenosti koji sadrzi samo nerelativisticku materiju pon-

aSanje faktora skale dano je izrazom

m[(g%+(l_9%)(aﬁo)l/2)1m

((1 — 09 (ﬁ> " 29‘;{) + 2(99{)3/21 . (3.39)

Qo

Hyt =

Za razliku od prethodnih slucajeva gdje je pokazano da je proizvoljan izbor autora rada [56]
opravdan, na ovom se primjeru vidi kako nije uvijek tome tako jer se ovdje skala ne moze
izraziti Ansatzom k = £/t. Kako o tom izboru ovise i predvidanja modela ustrajanje na tom
izboru moze dovesti do krivih zakljuCaka. KoriStenjem ovog Ansatza zakljuCeno je kako se
konzistentna rjeSenja za svemire za koje je K = 11 K = —1 mogu dobiti samo za one kojima
dominira materija u obliku zracenja (w = 1/3). Nadalje je zakljuceno i kako na§ svemir moze
slijediti atraktor induciran infracrvenom fiksnom tockom samo ako je prostorno ravan (K = 0).
No iz sustavne procedure odredivanja skale jasno je da se mogu dobiti konzistentna rjeSenja

kako za svemire proizvoljne prostorne zakrivljenosti tako i za svemir s proizvoljnim w.
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§ 3.1. Odredivanje skale u astrofizikalnim sustavima

3.0.3 Sferno simetricni stati¢cni 3D prostor

Nakon razmatranja posljedica odredivanja skale na razini jednadzbi gibanja za izotropni i ho-
mogeni 3D prostor, pri ¢emu smo iznijeli rezultate rada [94] nastavljamo temeljna izlaganja
ovog poglavlja analizom prostor-vremena ¢iji je odabir motiviran astrofizikalnim situacijama.
Razmotrimo sferno simetricno staticno prostor-vrijeme koje nam na neki nacin opisuje objekte

poput zvijezda. Metrika sferno simetrinog staticnog prostora jest [95]
ds* = B(r)dt* — A(r)dr* — r?df* — r?sin® 0dp* . (3.40)

Komponente vektora Cetverobrzine u° i§¢ezavaju, dok je u® # 0. UvaZavanjem sferne simetrije
slijedi ovisnost trazene skale o koordinatama prostor-vremena: p = u(z') = p(r). Razmatranje

jednadzbe (3.10) za sve vrijednosti indeksa 3 vodi na uvjet odredivanja skale

G'(p)(pa(p) — p) + G(p)pa (1) = 0. (3.41)

Relacijom (3.11) se ovdje ne mozemo posluZziti s obzirom da u®d, . 1S¢ezava.

3.0.4 Aksijalno simetri¢ni stacionarni 3D prostor

Zelimo i razmatrati objekte poput galaksija posluZit éemo se linijskim elementom aksijalno
simetri¢nog stacionarnog 3D prostora. Aksijalno simetri¢ni stacionarni prostor opisan je metri-
kom [96]

ds? = e2Xdt* — *r?(dp — wdt)* — e (dr® 4 d2?). (3.42)
3 = 7 prostorne koordinate, a vremenska je koordinata 2° = .
3

Ovdjesua! =7, 22 = p,ix
Nadalje, x, v, i 3 su funkcije od r i z. Komponente cetverovektora brzine uw'iu iS¢ezavaju,
dok su u° i u? razli¢ite od nule. S obzirom na simetrije sustava moZzemo, za ovisnost skale o
koordinatama prostor-vremena pisati ¢ = p(x', 23) = u(r, 2). Uvjet odredivanja skale koji

slijedi iz jednadzbe (3.10) je

G’ (1) (pa(p) — p) + G ()P (1) = 0. (3.43)

Kao i u prethodnom sluc¢aju jednadzba (3.11) nije od pomoci jer je i ovdje u*Odyp = 0.

3.1 Odredivanje skale u astrofizikalnim sustavima

Dakle, za kozmologiju je relevantna veli¢ina o kojoj ovisi skala p gustoa materije p. U as-
trofizikalnim situacijama, skala 1 ovisi o tlaku p. StoviSe, u objema razmatranim metrikama
motiviranima astrofizikalnim sustavima dobije se isti uvjet, te se (3.41), kao 1 (3.43) moze for-

malno zapisati na sljedec¢i nacin

Q

(1)
(1)

f() = palp) + P (1) =p. (3.44)

Q
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Funkcionalnu ovisnost skale o fizikalnoj veli¢ini, koja je u ovom slucaju tlak p, dobit ¢emo

invertiranjem prethodnog izraza:

p=1"p). (3.45)
Uvjet odredivanja skale
12
Copt? (1 —ds +doIn E) = (co — p)da, (3.46)
0

slijedi primjenom opisane metode na prvi model ovisnosti parametara o skali (3.12) i (3.13).
Ocekujemo blagu promjenu parametra GG sa skalom te stoga pretpostavljamo dy < 1. Ako je, k

tome, gustoca energije kozmoloske konstante zanemariva u odnosu na tlak, ¢y < p imat éemo

d
= —=p. (3.47)
Co

Sli¢no i za drugi model ovisnosti parametara o skali (3.16) 1 (3.17) slijedi

[ 87BB \*7
- (— — p) . (3.48)

3.1.1 Odredivanje skale u sferno simetri¢cnim sustavima

U ovom ¢emo odjeljku detaljnije analizirati sferno simetricne objekte pri ¢emu se sluZimo
metrikom (3.40). S obzirom na simetriju sve razmatrane veli¢ine imaju samo radijalnu ovis-
nost. Polazimo od relacije koja slijedi nametanjem uvjeta hidrostatske ravnoteze (Tolman-

Oppenheimer-Volkov relacija [95]):

r*p = —GoM(r)(p + p) (1 + 47TG<C/;3§;(Z)_ pA)) (1 - QGOTM(T)) o (3.49)
gdje je

M():/T4 %( + 2dr’ 3.50

r AT, pa(p))r’=dr’, (3.50)

uz pocetni uvjet M(0) = 0. Znacajna pojednostavljenja jednadzbe (3.49) proizlaze iz sljedeéih
razmatranja [95]. U vedini je astrofizikalnih sustava utjecaj py (1) zanemariv te vrijedi pa () <

p. Isto tako najcesce je zadovoljena relacija 2GoM(r)
;

< 1. Nadalje, uvjet p < p slijedi iz Cin-
jenice da je u takvim sustavima materija nerelativistiCka. Naposljetku, s obzirom na pretpostavl-
jenu blagu ovisnost GG o skali, u ovim ¢emo razmatranjima G smatrati pribliZzno konstantnim,
G(n) ~ Gy. Za one sferno simetrine sustave za koje vrijede ove pretpostavke (gdje su moguci
izuzeci srediSta galaksija 1 najgusce zvijezde) jednadzba (3.49) se svodi na

2
d% (%%) = —AnGop(r)r? (3.51)

uz pocetni uvjet p’(0) = 0. Pretpostavlja se da fluid zadovoljava politropnu jednadZbu stanja
p=Kp’, (3.52)
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gdje su K i ~ konstante. Newtonov potencijal ¢ (za sferno simetri¢ni sustav) zadovoljava

relaciju
d
o _ o M) (3.53)
dr r2
Vezu izmedu p, p i ¢ dobijemo koriStenjem jednadzbi (3.51) i (3.53)
dp d(b
- 3.54
dr dr ( )
Za politropnu jednadZbu stanja (3.52) veza tlaka p i Newtonovog potencijala ¢ je
|r—-1-0+C T
p= [—W e ] . (3.55)
Kada je |¢| > C vrijedi
p~(—0)7T. (3.56)
Ako upotrijebimo prvi model ovisnosti parametara o skali (3.12) 1 (3.13) slijedi
o~ (=)D (3.57)
Za drugi model ovisnosti parametara o skali (3.16) i (3.17) dobijemo
ke~ (—¢) D@ (3.58)

Ovime je koriStenjem sustavne procedure odredivanja (fizikalne) skale renormalizacijske grupe
reproduciran Ansatz (2.158) te je za sferno simetri¢ne sustave poput zvijezda ta skala dovedena
u vezu s newtonovskim potencijalom. Tocan oblik te veze slijedi iz oblika funkcija G(u) i
pa (1) koji proizlazi iz odabranog teorijskog okvira.

Nacinimo ovdje sljedeée redefinicije [95],

Ky 2 (v—2)/ 1/(-1)
= ——— 0) =7 = p(0)§*/"~ 3.59
(47TG0(7—1)> p(0) £, p=p(0) , (3.59)
MozZemo sada jednadzbu (3.51) prikazati kao Lane-Emden jednadzbu
1 d _
B (52 5) + 007 = (3.60)

pri Cemu su odgovarajuci pocetni uvjeti 6(0) = 11 6(0) = 0. Ako se slijedi analiza u [95]
dobije se izraz koji povezuje masu M, radijus zvijezde R i parametar

K

—7)_% 2)5 =002 (_e20'(¢))). (3.61)
AnGo(y — 1) ! L7 '

Ovdje je 6(&) = 0, a & odgovara radijusu R sfernog sustava (zvijezde). Ovom jednadZbom

M = 47 RGY=0/(v=2) (

prikazana je veza mase sustava M, veliCine sustava R te parametra jednadZbe stanja v (time i ).
O povezanosti eksponenta « i mase sustava M je veC spekulirano u radu [1]. No, ta razmatranja
nisu ukljucivala veli¢inu sustava R, a iz jednadzbe (3.61) je vidljivo da ju je potrebno uzeti u
obzir. Napomenimo i to da iako je ova relacija dobivena za sferno simetri¢ne objekte sli¢nu
relaciju izmedu mase, veliCine 1 jednadZbe stanja analiziranog sustava moZemo ocekivati i za

druge astrofizikalne objekte poput galaksija, naprimjer.
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4. Odredivanje skale na razini djelovanja

U prethodnom poglavlju predstavljena je metoda odredivanja skale na razini jednadzbi gibanja.
Medutim, ¢injenicu da su parametri gravitacijskog djelovanja ovisni o skali moZemo upotri-
jebiti ve¢ i u samom djelovanju [97, 98]. U ovom poglavlju detaljnije je analiziran takav pristup
pri Cemu izlaganja u nastavku blisko slijede referencu [98]. Cilj nam je dakle detaljnije raz-
motriti u¢inke kvantnih polja polazeéi od djelovanja. Klasicno je djelovanje za gravitaciju dano
Einstein-Hilbert ¢lanom i kozmolo$kom konstantom

b

Sgn = /d4x\/—_g167rG(R —2A), 4.1)

gdje je A = 8nGp,. Kao i uvijek ovom djelovanju mozemo dodati i djelovanje materije .S,
to jest ukupno djelovanje je S = Sy + Simar-

Modifikacije uzrokovane kvantnim poljima ocituju se dvojako. U svrhu uklanjanja divergen-
cija u postupku renormalizacije potrebno je dodati ¢lanove viSeg reda u zakrivljenosti, a sami
parametri tog proSirenog djelovanja postaju ovisni o skali. Nacin, odnosno postupak odredi-
vanja skale na razini djelovanja, prvi put uveden i razmatran u radu [97] moZe pruziti dodatni

uvid u ucinke kvantnih polja na teorije gravitacije.

4.1 Einstein-Hilbert djelovanje

U pristupu kvantnoj gravitaciji u kojem se razmatra usrednjeno efektivno djelovanje, teorija
gravitacije na danoj energiji je efektivna teorija koja u principu ukljucuje sve moguce operatore.
Medutim, u praksi se najces¢e razmatra djelovanje koje sadrzi samo podskup operatora, pri
¢emu se u najvecem broju slucajeva koristi samo Einstein-Hilbert djelovanje s kozmolo$kom

konstantom. Ako se u tom djelovanju uvaZzi ovisnost parametara o skali mozemo pisati

1
167TGk

Spw = / d*r/—g (R —2A). (4.2)
I ovdje od skale ocekujemo da ne naruSava simetriju teorije, to jest da bude u skladu sa za-
htjevom opce kovarijantnosti. To se postiZe zahtjevom da je sama skala s obzirom na opce
koordinatne transformacije skalar, k — k(z), §to je i osnovni sadrzaj postupka predloZenog u

radu [97]. Varijacijom djelovanja (4.2) obzirom na skalu k(z) dobit ¢emo relaciju

1Y A\
R(G_k) _2(G_k> =0, (4.3)



§4.2. Djelovanje s ¢lanovima viSeg reda

pri ¢emu se " odnosi na derivaciju po k. JednadZba gibanja koja se dobije varijacijom djelovanja

(4.2) s obzirom na gravitacijsko polje g" je

G = —81Gy T — Mg — Aty (4.4)
gdjeje G = Ry — %ng, Einsteinov tenzor te je
1
Aty = GL(V,V, — g, 0)= 4.5)

Gr
Ako pretpostavimo kovarijantno oCuvanje tenzora energije-impulsa 7,,, djelovanjem kovari-

jantne derivacije na izraz (4.4) slijedi

1 Ay 1
GV | = A Vad v )= 4.6
“V(Gk) guV(Gk) V'V, V,— g, )Gk (4.6)
Gornji se izraz (koriStenjem definicije Riemannovog tenzora) moze i ovako zapisati:
VY,V = gul) = = (Vo V, = VoV )V — — R, V"~ @7)
~ 9w, = Ve Ve = ViV Ve = Ve '

Koristenjem prethodnog izraza moguce je relaciju (4.6) zapisati na sljede¢i nacin

1 A
e, (L) -, () o w

Sto je ekvivalentno (4.3) s obzirom da je pretpostavljeno da je k skalar. kK moZemo prikazati kao
funkciju Riccijevog skalara. Ta je ¢injenica u radu [97] iskoriStena da bi se dobile granice na vri-
jednosti parametara u fiksnoj tocki. No, ovaj pristup moZe pruZiti i neke druge jako zanimljive
uvide. UvrStavanje izraza za skalu (kao funkcije od R) u jednadZbe gibanja ili djelovanje rezul-
tirat Ce izrazima koji su karakteristi¢ni za f(R) teorije modificirane gravitacije. Ove teorije se u
posljednje vrijeme intenzivno proucavaju jer imaju neka pogodna fenomenoloska svojstva os-
obito u svjetlu istraZivanja vezanih za mehanizam inflacije 1 danas$nje ubrzano Sirenje svemira.
Najveci izazov postavljen pred takve teorije je argumentiranje fizikalnog podrijetla dodatnih
Clanova u gravitacijskom djelovanju. Kako vidimo, ovdje koristena metoda odredivanja skale

moze pruZiti motivaciju odnosno, bolje receno, biti izvor njihovog postojanja.

4.2 Djelovanje s clanovima viSeg reda

U prethodnom odjeljku smo napomenuli kako je u pristupu kvantnoj gravitaciji pomocu usred-
njenog efektivnog djelovanja najceS¢e razmatrano Einstein-Hilbert djelovanje s kozmoloSkom
konstantom, medutim, razmatrati se mogu i djelovanja s ¢lanovima viSeg reda. Osim toga,
Einstein-Hilbert djelovanje opfenito mora biti proSireno ¢lanovima viseg reda kako bi se do-
bilo vakuumsko djelovanje kvantne teorije polja u zakrivljenom prostoru-vremenu [34], koje

je u skladu sa zahtjevima renormalizabilnosti. Sto znaci da je ne samo moguce, nego i nuzno
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promatrati i djelovanja koja sadrZe Clanove viSeg reda. Dodatni razlog za to je i rasvjetlja-
vanje ovisnosti skale o fizikalnim veliCinama. Pristupi u kojima se samo na osnovi kvalitativnih
razmatranja pretpostavlja ovisnost skale o fizikalnim veli¢inama najce$¢e argumentiraju vezu
skale i1 Ricci skalara. No, postivanjem ovdje usvojene procedure vidljivo je da skala ne moze,
proizvoljno, biti liSena veze sa ostalim invarijantama u teoriji. To mozZemo ilustrirati ako pro-

motrimo sljedece djelovanje
Swp = / d*z/—g(a1C? + 3G + as0OR + ayR?) (4.9)

koje sadrzi kvadrat Weylovog ¢lana C? = RM R\, — 2R R,,, + (1/3)R?, zatim Gauss-
Bonnet ¢lan &iji je integrand G = R R\, — 4R* R, + R, te Elanove R i R%. U skladu
sa pristupom koji koristimo u ovom poglavlju Zelimo promatrati u¢inke kvantnih korekcija veé
na razini djelovanja Sto ¢inimo tako da koeficijentima u ovom djelovanju pridjelimo ovisnost o

skali. Dakle, a; — a,; zai = 1,2, 3, 4. Imat ¢emo stoga djelovanje

S = Sguw+ Sup

- fril3

167TGk

(R — 2Ak) + CL17kC2 + a27kg —+ a37kDR + a47kR2 . (410)

Kao 1 prije, tretiramo li skalu kao skalarno polje, te variramo li djelovanje (4.10) obzirom na
nju imat éemo
1 1Y A\ L e , ;e

Tor <<G_k) R—2 (—) > + a3, C” + a5,G + a3 0OR +ay  R° =0, (4.11)
Ovdje, kao i u (4.3), ' oznaCava derivaciju obzirom na k. Ova jednadzba daje vezu skale s
invarijantama R, R?, (R, C?1iG, ane samo R kako se najéesce u literaturi proizvoljno odabire.
Jednom kad nademo relaciju koja povezuje k s gore navedenim invarijantama moZemo taj izraz
uvrstiti u jednadzbe gibanja dobivene varijacijom (4.10) s obzirom na metriku g,,,. Tako ¢emo
dobiti jednadzbe gibanja koje oblikom odgovaraju jednadzbama gibanja modificiranih teorija
gravitacije. Zanimljiva je posljedica ovakvog pristupa da se varijacija ¢lana G u djelovanju
ovdje ne svodi na potpunu derivaciju, s obzirom da je koeficijent ay j (kroz ovisnost o k) ovisan

o prostor-vremenskim koordinatama.

4.2.1 Odredivanje skale i mehanizam relaksacije

U radu [99] izloZen je jedan dinamicki mehanizam relaksacije vrijednosti efektivne kozmoloske
konstante koji ima jako zanimljiva svojstva vezana za rjeSenje problema male vrijednosti koz-
moloske konstante te problema koincidencije. Ovaj rad je nastavak istrazivanja zapocetih u radu

[100] gdje je zakljuCeno kako je za jednadZbu stanja kozmickog fluida oblika

pp = wpp — BH™ (4.12)
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gdje je H Hubbleov parametar mogudée postic¢i potisnuée pocetne velike gustoce pf te imati
de Sitter eru evolucije kasnog svemira s malom kozmoloSkom konstantom. Model je daljnjim
istrazivanjem nadograden do jednog ucinkovitog fenomenoloskog modela koji ne samo da daje
de Sitter ponasSanje s malom kozmoloskom konstantom nego opisuje i svemir koji moZe imati
i materijom te zracenjem dominiranu fazu razvoja. Model se temelji na jednadZbama gibanja
sljedeéeg oblika

1 8

R[LV - EguuR = _W(

T+ Ty + GuwPners) (4.13)

. . m .. . “v .. . v . . X
Ovdje je T}, tenzor energije-impulsa obicne materije u obliku zracenja p, te bariona py. T};,
opisuje X komponentu (px) koja medudjeluje sa efektivnim ¢lanom kozmoloske konstante
JuvPAcf¢ Na takav nacin da je ukupna gustoCa tamnog sektora pp = pa .r¢ + px kovarijantno

saCuvana. Sama efektivna gustoca kozmoloSke konstante dana je relacijom

PAeff = ,05\ + Pinv (414)

gdje je p, proizvoljno velika poletna gustoca energije, a piny = piny(R, S, T) neka funkcija

sljedecih invarijanti

R = R,¢" =6H*1-q),
1 >3
= R, R"™ =12H"|(= - =
Aot =128 (5 =a) 3],
T = Ru,R"" =12H'(1+¢%),

(4.15)
gdje je ¢ parametar deceleracije ¢ = —da/a®> = —H /H? — 1 a izrazi su izvrednjeni u FRW
metrici. Opcenito se struktura p;,,, moZe napisati u obliku

B
f

f je parametar dimenzije 6, a f = f(R,S,T) je funkcija gore navedenih invarijanti dimenzije 2.
Funkcija f na visokim energijama raste te je u ranom svemiru kada p;,, — 0 gustoca energije
vakuuma p .y — py proizvoljno velika, ali kona¢na.

Osnovna ideja ovog mehanizma moze se ilustrirati sljede¢im jednostavnim primjerom u
kojem je f jednostavno Riccijev skalar R. Slijedi

: g

NG I — 4.17

Uzmemo li za primjer p%, < 0 kao u standardnom modelu te 3 > 0 u prostorno ravnom svemiru
imat ¢emo, za kasna vremena de Sitterov rezim. Parametar deceleracije ¢ — —1, a Hubbleov

parametar postaje mali (reda veli¢ine danaSnje vrijednosti ) 1 konstantan, / — H,. Gustoc¢a
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energije vakuuma poprima malu efektivnu vrijednost py sy — pa =~ p% koja je s H, povezana

Fiedmannovom jednadZzbom iz koje slijedi
3ME H? = 8mpi; . (4.18)
Za jako veliku pocetnu vrijednost | % | konacno slijedi

H2 ~ _ B
T 120

(4.19)

Ovaj rezultat je jako interesantan jer je ovdje velika vrijednost kozmoloske konstante koja se
javlja u okviru teorije polja ono §to pomaze smanjiti efektivnu vrijednost kozmoloske konstante
za kasna vremena (naravno, za prikladan izbor parametra (), ali u osnovi nema potrebe za
uobicajeno velikim finim podeSavanjem. U ranijim vremenima f > H, relaksacija vrijed-
nosti kozmoloske konstante dolazi od ¢lana (1 — ¢). Negativni p’, dinamicki &ini ¢ bliskim 1
Sto odgovara zraCenjem dominiranoj eri. Dakle, ovim pristupom ve¢ i u ovom jednostavnom
modelu dobije se lijep rezultat. Imamo Sirenje slicno eri dominiranoj zraCenjem (g ~ 1, veliki
H) u proslosti te de Sitter rjeSenje (¢ = —1, mali H = H, < Hj) u buduénosti. Kako bi

.....

ovu jednostavnu ideju prosiriti. Da bi se to postiglo nuZno je strukturu ps . prosiriti clanom

~1/2_ Njegovo djelovanje je sli¢no djelovanju ¢lana R~ ali je u tom

proporcionalnim (1 — ¢)
slu¢aju ¢ = 1/2 sljedeca stabilizacijska to¢ka u intervalu u kojem je H velik. To se moZe postici
¢lanom oblika

R?— S =24H'2—¢)(1/2—q). (4.20)

Ovaj Clan sam po sebi osigurava relaksaciju kozmoloske konstante u eri dominacije materije.
Kako bi se osigurala prisutnost svih potrebnih era koje su realisti¢ne ere Sirenja svemira (zracen-
jem dominirana era koju slijedi materijom dominirana era, te naposljetku de Sitter Sirenje)
odabran je sljededi izraz

R*-8S

= T
f 7 +yR

a2 /2=4)(2—4q)
(1-1q)

Ovaj je f tako konstruiran da prvi ¢lan sadrzi dvije potencije H, ¢ime se osigurava prilicno

+y - T2H°(1 - q)(1+¢%). (4.21)

realisticno ponaSanje tijekom ere dominacije materije te de Sitter Sirenja dok drugi dio koji
sadrzi T pruza skaliranje H° koje osigurava dominaciju (1 — ¢) ¢lana nad (1/2 — q) za velike
vrijednosti H, to jest tijekom zracenjem dominirane ere. Na ovaj naCin izbjegava se neprirodno
fino podesavanje koje je prisutno u standardnim pristupima problemu kozmoloSke konstante
dinamickim putem. Osigurava ga fizika gravitacijskog polja te se u nijednom trenutku ne za-

htijeva uvodenje jednog ili viSe skalarnih polja. Danasnja je, efektivna vrijednost kozmoloske
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konstante te njoj pripadajuca vrijednost Hubbleovog parametra H, dobivena iz parametra [3,

koji je Sesta potencija masene skale M. Kako je |p,| > p} slijedi
18] = M® = [ph] - f ~ |phlHY, (4.22)

gdje je H, ~ Hy ~ 107*2GeV . Ispostavlja se da maseni parametar M moZe biti reda tipi¢nih
skala Cesti¢ne fizike. Ako je poCetna vakuumska energija ~ M3, onda je M < 100MeV,
dakle reda velicine tipi¢nih skala kvantne kromodinamike Agcp. Ovakav model osim $to daje
malu vrijednost efektivne kozmoloske konstante ima i povoljne rezultate u pogledu problema
koincidencije, a moZe oponasati 1 tamnu materiju kroz X komponentu te nije u sukobu s nuk-
leosintezom. Ovaj pristup pripada jednoj opéenitoj klasi AXC' DM modela koji dodavanjem
X komponente na razini jednadzbi gibanja razmatraju evoluciju svemira. U takvim modelima
tamna energija se sastoji od konstantnog ili promjenjivog ¢lana kozmoloske konstante p, te do-
prinosa px koji dolazi od nove komponente X koju se naziva i kozmonom. Efektivna je gustoca

tamne energije u tom slucaju

PAeff = PA T PX 5 (4.23)

a u najjednostavnijem slucaju takvih AX C' DM modela vrijedi zakon o¢uvanja

Phess + 3H(paerr + Paess) = 0. (4.24)

Ovu se jednadZbu da izraziti i pomocu w ¢, to jest efektivne jednadzbe stanja

IOA,eff + SH(l + weff)ﬂ/\,eff =0 )
(4.25)
(4.26)

Ovdje kozmon nije skalarno polje nego je objekt koji slijedi iz same strukture efektivnog djelo-
vanja. Definiranjem zakona evolucije kozmoloske konstante py = p, (t) zakon ouvanja (4.24)
tada u bilo kojem slucaju odreduje ponaSanje px = px(t). Definira li se jednadzba stanja

kozmona wx = px/px vrijedi

—pA T W
PA XPx — 14 (1+wy) PX

. (4.27)
PA + Px PAeff

Weff =

Bogatstvo modela i moguénosti kvalitetnog rjeSavanja nekoliko iznimno izazovnih problema
danasnje fizike naveli su autore da u daljnjim istraZivanjima daju opravdanje ovakvoj fenomenologiji
kroz formulaciju preko modificiranog djelovanja za gravitaciju [101]. Naime pozitivna fenomenoloska
svojstva netom prezentirana moguée je dobiti iz djelovanja opcenitog oblika F (R, G) gdje je R

Riccijev skalar, a G Gauss-Bonnet ¢lan
G = R? — 4R.3R*® + R,p,s R . (4.28)
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Samo djelovanje koje se u spomenutom radu razmatra je oblika

1

167TGR—pA—.7:(R,g)+£¢ , (4.29)

= / d4x\/—_g{
gdje je funkcija F
F(R,G) = BF(R,G) + A(R). (4.30)

F je funkcija, a A(R) = ayR% + a3 R + . .. je polinom od R. Naposljetku je oblik funkcionala

izabran na nacin

B
B(R,G)

F(R,G) = + A(R), (4.31)

gdje je B(R,G) polinom u R i G. Za model povoljnih fenomenoloskih svojstava koja su
prethodno razmatrana na razini jednadzbi gibanja pogodnim se pokazuje
2

B(R,G) = SR+ %9’ + (yR)" = 24H" (¢ - %)(q —2) + [6yH2(1 — Q)} . (432

a moguci poopceni modeli slicnih karakteristika su

R? R?
FP=—= , s>0,m>0,n>2). 4.33
B e L T b 0w

Dakle, ovaj je uspjeSan fenomenoloski model moguée formulirati na razini djelovanja. In-
teresantno je vidjeti je li moguce djelovanja na kojima se takva formulacija zasniva motivirati
primjenom procedure odredivanja skale. To ¢emo pokazati na sljedeem primjeru, gdje cemo
ovisnost parametara o skali uvesti na razini djelovanja. Neka je djelovanje

1

S = /d4$\/ —g R — 2Ak + CLZkg + CL47kR2 . (434)
167G

Varijacijom ovog djelovanja po k£ dobit ¢emo uvjet konzistentnosti izbora skale

1 1\ ANT —

gdje ' oznacava derivacije po k. Modelirajmo ovisnosti parametara o skali sljede¢im izrazima

= by bok™
Gk 1+2 )
A

G_]I: - Cl+02ka27

asp = dy + dak™,
asp = €1+ exk™,

(4.36)
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Slijedi

1 /
(G—> = Oélbgk'al_l s
k

A /
(G—IZ) = OKQCQICO{Q_I 5

asr = 3dok® !,
Q4 = Oé4€2ka4_l .
(4.37)
Pomocu ovih relacija uvjet konzistentnosti izbora skale postaje
a1bok™ IR — 20000k 7! + 16T a3dok™ TG + 16mauesk™ ' R* = 0. (4.38)
Izaberemo li a; = a3 = a4 moZemo nadalje pisati
a1bok®™ R — 20500k + 16T dok™ G + 16Ta1e2k™ R* = 0. (4.39)
Time za samu skalu vrijedi
b 167d 1 2
Loz—or — % 2R+ 16mdyG + 16mes R , (4.40)
Q9 262
te je skala konacno
k= (al boR + 167d>G + 16we2R2) = (4.41)
(67) 2C2
Vratimo li sada izraz za skalu natrag u djelovanje za slucaj kada je as < a3 dobije se
1 boR + 167d 16mes B2 @21
o oo o
(6D) 262
2 (11 bzR + ].67Td2g + ].67T62R2 a2~ 0‘1
- — + co
167 g 2¢9
N <d1 rd <a1 byR + 167dyG + 167T€2R2> a2-a1 ) g
(6%) 262
bo R + 167d 16meg R? o2
+ <61+€2(a1 21 4 16mdzG + 16me, ) i 1)R2}. (4.42)
(6) 262

Ovaj je rezultat po prvi puta predstavljen upravo u ovoj disertaciji. Jako je zanimljivo kako
je procedurom odredivanja skale moguée osim f(R) djelovanja dobiti i ovaj oblik sli¢an djelo-
vanjima kojima se modelira mehanizam relaksacije kozmoloSke konstante. S obzirom na brojna
povoljna svojstva tog mehanizma ovaj rezultat je putokaz za bududa istrazivanja. Od interesa je
vidjeti moze li se pazljivijom analizom potaknutom gornjim primjerom zaista dati kvalitetna
teorijska motivacija uvodenju razmatranih Clanova te time potkrijepiti taj dinamicki pristup

rjeSavanju problema kozmoloske konstante.
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4.3 Djelovanje s poljima materije

Jo$ ¢emo jedan rezultat po prvi put prikazati u ovoj disertaciji. Radi se o analizi u kojoj djelo-
vanje proSirujemo djelovanjem za polja materije. Jer, Zelimo li biti potpuno dosljedni, trebali
ijjacija ukupnog djelovanja S = Sgy + Syp + Smat, S Obzirom na k u principu voditi medu
ostalim i na ovisnost k£ o invarijantama vezanima za polja materije. Sljedeci jednostavni primjer
lijepo ilustrira moguce posljedice ukljucivanja materije u proceduru odredivanja skale. Neka je

ukupno djelovanje

S = Sgr(w + Sslml 5 (443)
gdje je
R
Spran = | daz/— , 4.44
9 / V676G (444)
djelovanje za gravitacijsko polje, a
1
Sskal = /d49€\/ —9<§9aﬁva¢vﬁ¢ — Vk) , (4.45)
djelovanje za skalarno polje. Varijacijom djelovanja po metrickom tenzoru slijedi
1 1
F(R)Ruu - éguuf(R) - (guugaﬂvavﬁ - VMVV)F(R) = _éT;w- (446)
Ovdje je
2 5Sskza,l
T, =— (4.47)
N
tenzor energije-impulsa skalarnog polja te su jednadzbe gibanja
1 1
R/u/ - ég,usz = _SWGk(vu(bvu(b + guuvk - iguugaﬁva(bvﬁ(b)
1
+ Gk(g,uugaﬁvavﬁ - v,uvu)G_ . (448)
k
S druge strane varijacijom djelovanja po skalarnom polju ¢ dobije se
IVi(9)
0 =0. 4.49
b+ 5 (4:49)
Za FRW linijski element gornja se jednadzba svodi na
. . OV
¢+3H¢+M:O. (4.50)
99
Varijacija djelovanja s obzirom na polje k daje
R (1Y
— (=) —=vV(k)=0 4.51
167 <Gk) ( ) 7 ( )
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§4.3. Djelovanje s poljima materije

gdje u ovom slucaju ’ oznacava derivaciju s obzirom na k. Napi§imo (4.48) u nesSto drugacijem
obliku

G 1 a
G(/;C) = _87T(v/1¢vu¢ + g,uzzvk - §g,uz/g Bva¢vﬁ¢)
1
+ (Gwg™VaVs = V,uVo) = (4.52)
k
Djelovanjem kovarijantne derivacije V* dobije se
1 1
(R;w - éguuR)vyGUf)il = _SWVV(Vu¢VV¢ + g;ka - iguugaﬁva¢vﬁ¢)
+ RLV"G(k)™". (4.53)
Nadalje
1 1
_§g,uuRvyG<k)_1 = _SWVV(Vugbvugb + g,uuvk - §guugaﬁva¢vﬁ¢)
= =87 |(V'V,0)V,¢ + (V,.0)(09)
+ V.V(k) = (V,.V79)(Vs) | - (4.54)
Kako vrijedi
oV(k) 0V(k) Ok  OV(k) 0¢ (4.55)
oxr Ok Oz o¢p Oxr’ '
upotrebom jednadZbe gibanja za skalarno polje ¢ slijedi
1 1 oV (k)
—= — ——=V, k= 4.
QRVM(G(]{?))+87T o Vi 0, (4.56)

S$to je s obzirom na skalarnu prirodu & ekvivalentno uvjetu (4.51). Za konkretan potencijal
prethodna jednadZba daje vezu k i ostalih fizikalnih veli¢ina. Osim odabira potencijala nuZzno
je poznavati i ovisnost parametara o k . U fiksnoj tocki (ako ona postoji) skaliranje parametara

odredeno je njihovom dimenzijom

m(k) = mk
Ak) = M\E?
Gk) = g.k?2 4.57)
Za sljededi, jednostavni potencijal
1
Vi = i + 5m?6?, (4.58)

dakle, za masivno skalarno polje s minimalnim vezanjem na gravitaciju, iz gore navedenih

skaliranja, upotrebom jednadzbe (4.51) slijedi

ok AR,
R —2 -
G« Gx

16mm?ke? = 0. (4.59)
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To rezultira izrazom za skalu

1 /(R
k2 = )\—* (Z - 27rg*mf¢2> ) (4.60)
Vratimo li ovaj izraz natrag u polazno djelovanje, dobije se
1
S = /d4x\/—g [AR2 + <§ga5va¢vﬁ¢ — (R + a¢4)} . (4.61)
Uveli smo pokrate
1
A= ————,
1287 g, A
2
m*
g - 8)\* Y
1 wg,m?
= ——= 4.62
o 5\ (4.62)

Krenuli smo od Einstein-Hilbert djelovanja za gravitaciju s kozmoloSkom konstantom i mini-
malno vezanim skalarnim poljem. Primjena procedure odredivanja skale u reZimu fiksne tocke
rezultira efektivnim djelovanjem za gravitaciju R? oblika te neminimalno vezanim skalarnim
poljem, a pojavio se i ¢lan samointerakcije ¢*. Sli¢an je zaklju€ak i rezultat istraZivanja u sklopu
proucavanja asimptotski sigurne gravitacije primjenom metode egzaktne jednadzbe renormal-
izacijske grupe [102]. Ovo samo dodatno pokazuje koliko je previSe pojednostavljeno gledati
proizvoljan izbor ovisnosti skale o samo jednoj invarijanti, to jest Ricci skalaru. U sljede¢im

odlomcima razmotrit ¢emo jo§ neke od posljedica odredivanja skale na razini djelovanja.

4.4 Mala efektivna kozmoloska konstanta

Ve¢ je spominjano kako je jedan od najzahtjevnijih problema u teorijskoj fizici mali iznos
mjerene kozmoloske konstante u odnosu na ocekivanja koja proizlaze iz razmatranja teorije
polja. Ovisnost parametara o skali, zajedno s metodom njenog odredivanja moze voditi na
eksponencijalno potisnutu vrijednost efektivne kozmoloske konstante. U formalizmu kvantne

teorije polja u zakrivljenom prostor-vremenu imali smo sljedecu ovisnost py [55],
PAL = Co+ C2k?, (4.63)

gdje su ¢y 1 co realne konstante. Newtonova konstanta ima logaritamski oblik ovisnosti o k
Go

e 4.64
1—|—d21n£—§ ( )
0

G

Ovdje su, takoder dy i G realne konstante. Iskoristimo li sada ovisnosti (4.63) i (4.64) u jed-
nadzbi (4.3), dobijemo jednostavnu vezu skale k i Riccijevog skalara.

2 dy

=—R. 4.65
167TC2G0 ( )
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§4.4. Mala efektivna kozmoloska konstanta

Vratimo li sada ovaj izraz za skalu u relacije za kozmolosku konstantu i Newtonovu konstantu

imat ¢emo
PAk = Co+ cox R, (4.66)
te
G
Gr=—"r, (4.67)
1+ dQ In Ro

pri ¢emu je x = do/(16mc2Gy). Za FRW prostor-vrijeme, 00 komponenta jednadzbe (4.4)

poprima sljedeci oblik

N 2 —4 -3 Yo

a 87Gy a a A, kK  Gra

-] = — — —_ =4 ——. 4.
(a) 3 (pr,O <CL0> +pm,0 (CL0> ) + 3 a2 =+ Gka ( 68)

Asimptotski kad a — oo slijedi, u prostorno ravnom FRW prostor-vremenu,

Akz Gk
H* =" 4+ H—=. 4.6
5 T a (4.69)

U deSitter rezimu je H? = const, te je R = 12H? = const i u tom slucaju (4.69) postaje

8
H? = =GPk (4.70)

UvrStavanjem izraza (4.66) i (4.67) za pp i 1 G, dobije se

%CO + 2d2H2

1+ dyIn 22

2:

4.71)

U slucaju da ¢y moZemo zanemariti, dalje nam slijedi iz (4.71)

2d
H(1-——2—0 | =0. (4.72)
1 + d2 ln R_()
te u sludaju kada je H? # 0, iz (4.72) slijedi
H?>=""¢ @ . 4.73)

Mozemo primijetiti da ée za dy < 1, de Sitter skala H biti eksponencijalno potisnuta u odnosu
na Ry. Slican zakljucak dosegnut je i u radu [103] gdje je medutim za ovisnost parametra o

skali pretpostavljen oblik 3 funkcije
Bla) = —a® (4.74)

po uzoru na kvantnu kromodinamiku. Ovdje je o = SWGmgl. K tome je u radu [103] 1 skala

renormalizacijske grupe proizvoljno identificirana s Riccijevim skalarom.
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4.5 Efektivni tenzor energije-impulsa

IstraZimo ovdje i Cinjenicu da ovisnost parametara o skali nije jedini nacin na koji kvantne
korekcije utjeCu na ponasanje teorije. Jednadzbe gibanja se ne razlikuju od klasi¢nih jednadzbi

opce teorije relativnosti (4.4) samo po tome. Pojavljuje se i novi ¢lan u tim jednadZzbama At,,,,.

1 1 1
At = GL(V,V, — gWD)G_k = G, <—gw,g°‘BVa (VgG—k> +V, <VVG_k)> (4.75)

Koristenjem relacije (4.8) moZemo pisati

1 2 Ay
= _ 4.76
i (k) o
te slijedi
Aty = G | =9 g™’V [ = — Vv, = . 4.77
= (o % (59 (50) )+ 5 (5 () - @7
odnosno
1 1 B
At,, = —167Gy gw,}—%[]p,\—gw,ﬁg VaoRVgpa
1 1
+ EV;LRVWOA_}_%VMVVPA>- (478)

Time efektivni tenzor energije-impulsa postaje

1

RZ

1 1
T,fff =2 (_g,uVEDPA + guuﬁgaﬂVQRngpA —

1
V. RV, px + Evuvym> . (4.79)

Ukupni je tenzor energije-impulsa tada T, = T}, + pag,w + T3}/, a zanimljivo je da efektivni
tenzor energije-impulsa ovisi samo o ponaSanju p, s obzirom na skalu. U nastavku ¢emo vid-
jeti primjer koriStenja gornjeg efektivnog tenzora za fenomenolo$ko modeliranje polazeéi od

Ansatza za p, kao funkcije od R.

4.5.1 Popravke preko potencija od R

Zapisimo najprije relaciju (4.3) na sljedeéi nacin

d 1 dpak
— =1 e 4,
RiR (Gk) TR (480)

Zelimo li fenomenologki model moZemo jednu od funkcija pa ili Gy, zadati preko R. Drugu
zatim moZemo naci koriStenjem (4.80). Uzmimo za primjer Ansatz u kojem popravku koz-

moloskoj konstanti pj ; modeliramo nekom potencijom od R,

. c
PAE = PA + ﬁ . (481)
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Ovdje su p}, C te « realne konstante. KoriStenjem relacije (4.80), za G, slijedi

1 1 o 1

L 16r0—> 1
G, T R

(4.82)

gdje je G, realna konstanta. Relacije (4.81) i (4.82) nam omogucavaju izraziti djelovanje (4.2)

na sljedeci nacin:
R —2A; R 1 C
= — — — pr - 4.83
167G, 167G, a+1Re ™ (4-83)

U nastojanju obja$njavanja ubrzanog Sirenja svemira Cesto se razmatraju f(R) modificirana

gravitacijska djelovanja koja imaju povoljna fenomenoloska svojstva. Jedno od prvih djelovanja
predloZenih u tu svrhu u radovima [32, 33] upravo je oblika (4.83). Medutim, relacija (4.83) je
rezultat pretpostavke iskazane jednadzbom (4.81) gdje je vec na pocetku uvedena ovisnost o R,
pa rezultat i ne iznenaduje. Ono Sto nas uistinu zanima je, postoje li ovisnosti p, 4 ili G, koje

bi identifikacijom skale k preko Riccijevog skalara vodile na relacije (4.81), (4.82) te (4.83)?

Pretpostavimo
pak = A1+ Bik? (4.84)
i
1
o= Ay + Bok?. (4.85)
Relacija za izbor skale (4.3) rezultira izrazom
1
1 0By \"—°
k=|——-="R . 4.86
(167T v By ) (3:50
Uvrstavanjem ovog rezultata za k u (4.84) i (4.85) dobije se
1 §By\ o7
PAE = Al + Bl (ﬁ;ﬁ) Rl—é/—y (487)
1
i y
,
1 1 0By \ ™0 _ 6/v
o = Ay + By <E;§2) R/~ . (4.88)
1

Vidljivo je iz relacija (4.87) i (4.88) da je ovakvim izborom reproducirana struktura (4.81) i

(4.82) za
1

1—6/v
Dakle, Zeljene ovisnosti postoje i nisu komplicirane. Ako je a > 0 (4.89) je zadovoljena ako

—o. (4.89)

vrijedi 0/ > 1. Dva su nadina da ovaj zahtjev bude zadovoljen. Jedan je § > v > 0, adrugi § <
~v < 0. VaZno je da se negativne potencije od R u efektivnom djelovanju za gravitaciju javljaju
¢ak 1 ako nisu nametnute odmah u relacijama (4.84) i (4.85). Dapace, efektivno djelovanje ih

moZe sadrZzavati Cak i za pozitivne vrijednosti v i 4. Zapisana na drugi nacin (4.89) daje

1
o _a+l (4.90)
’}/ 0]
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Time moZemo (4.87) i (4.88) zapisati na sljedeci nacin

1 a+1B,\ " 1
M B 222y 491
PAK 1+ By (167r 5 31) oo (4.91)
i
Q 1 a+1B\ “ 1
— = A 16 B — . 4.92
Gy, 2 Tat1 1(167r o} Bl) Ro+l (492)

Identifikacija A, = pj, C = B (16%%1%) - i Ay = 1/G, u potpunosti vodi na relacije
(4.81)1(4.82).

4.6 Odredivanje skale u fiksnim toCkama

Vidjeli smo u drugom poglavlju kako je postojanje netrivijalnih fiksnih tocaka jedan od bitnih
elemenata asimptotske sigurnosti neke teorije. Dimenzionalnost parametara u djelovanju, poput
Gy 1 Ay, odreduje njihovo skaliranje u fiksnoj tocki. Primjena procedure odredivanja skale u

tom slucaju vodi na univerzalno modificirano djelovanje.

4.6.1 NG fiksna tocka za Einstein-Hilbert djelovanje

Ako se zadrZimo na djelovanju koje ukljucuje samo Einstein-Hilbert ¢lan (4.2) imat ¢emo

R —2A;
Spn = [ d'a/—g——F—. 4.93
EH / IV —9g 167G, ( )
Skaliranja kozmoloSke i Newtonove konstante u NG fiksnoj tocki su
Go=L . A= NF 4
=g M= : (4.94)

KoriStenjem (4.3) dolazimo do relacije

2k
E(auk:)(R — 44Xk =0. (4.95)
Za 0,k # 0 slijedi
R
k? = : 4,
4\ (4.96)

Posljedica toga su relacije A, = % 1G = %. Ako ove rezultate sada iskoristimo u jednadzbi

(4.93) dobit cemo modificirano djelovanje za gravitaciju oblika

R2
SEH = /d4l’\/ —gm . (497)

U odsutnosti materije ili ako je doprinos materije mogucée zanemariti, jasno se ocituje univerzal-

nost ovog djelovanja. Naime, tada to¢ne vrijednosti konstanti g* i A* ne igraju nikakvu ulogu
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s obzirom da su samo dio konstante koja mnozi cijelo djelovanje. Samim time ne ulaze u jed-
nadZzbe gibanja. PonaSanje sustava u blizini netrivijalne fiksne tocke g* i A* je, dakle, opisano
f(R) modificiranim djelovanjem, to¢nije f(R) = R? djelovanjem. KoriStenjem kvalitativno
odabranog Ansatza k* ~ R uradovima [104, 105] detaljno je argumentirana vaZnost ovog ¢lana
u efektivnom djelovanju. Ovdje je ovisnost k? ~ R zajedno sa koeficijentom proporcionalnosti

odredena sustavnom procedurom.

4.6.2 NG fiksna tocka za djelovanja s dodatnim potencijama od R

Razmotrimo djelovanje za gravitaciju s dodatnim potencijama od R oblika

S = / d'r/=g>  ckmR™, (4.98)
m=0
U fiksnoj tocki skaliranje koeficijenata odredeno je njihovom dimenzionalno$cu cy ,
Chyn = Ak 7™, (4.99)

gdje su a,,, bezdimenzionalni koeficijenti. Iz uvjeta za izbor skale (4.3) imat éemo

n

> (4—2m)ay, (g) =0. (4.100)

m=0

n
m=0

Definirajmo polinom P(z) = > " _ (4 — 2m)a,,«™ i nazovimo nul-tocke z;, P(z;) =0, (l =

1,2,...,n). Primjenom procedure za odredivanje skale dobit ¢emo

=

.Tl‘

(4.101)

UvrStavanjem ovog rezultata u djelovanje (4.98) dobije se
S = / d*o/=gR* > amz) . (4.102)
m=0

Dakle, ponovo se dobije djelovanje oblika R?. 1 ovdje je jasno da, u slu¢aju kada je doprinos
materije moguce zanemariti, djelovanje pokazuje univerzalna svojstva u NG fiksnoj tocki. Opet
su to¢ne vrijednosti konstanti a,,, nevazne jer sve ulaze u konstantu (3" _, A" ?) koja mnoZi
cijelo djelovanje bez posljedica po dinamiku. Isto tako je jasno da ovaj rezultat vrijedi za bilo
koji n, pa ¢ak i za jako veliki n, to jest kad polinom efektivno postaje razvoj u red potencija od
R.

4.6.3 Djelovanje za ovisnost parametara o opCenitoj potenciji skale

Za ovisnost parametara o opéenitoj potenciji skale u Einstein-Hilbert djelovanju

A

Gk:ﬁ7

Ay = Agk® (4.103)
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iz odredivanja skale (4.3) imat ¢emo

B R 1/a
k=—"——— . 4.104
<2<a ¥5) A 109
Polazno djelovanje, koriStenjem ovog rezultata, postaje
1 6 Bla o
S= [ dzv/—g —— R+ 4.105
/ ! g167TA1 (2(@+5)A2> a+p ( )

Efektivno djelovanje (4.105) je oblika R". RjeSenja odgovarajucih jednadzbi gibanja dana su
u radu [106] te takoder u radu [107] primjenom drugacijeg pristupa koji ¢e biti predstavljen u

sljedecem poglavlju.
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5. Dinamika u fiksnoj tocki

U prethodnom poglavlju vidjeli smo kako primjena metode odredivanja skale o kojoj ovise
efektivne konstante vezanja upotrijebljena polazeci od samog djelovanja moZe voditi na pojavu
f(R) €lanova koji su sastavni dio teorija modificirane gravitacije. Od interesa je stoga pogle-
dati kakvom dinamikom rezultiraju takvi clanovi. Metodu nalaZenja dinamike predstavit c¢emo
slijede¢i izlaganja u radu [107].
Djelovanje je za f(R) teorije sljedece
ﬁ / d*zv/—gf(R). (5.1

Variramo li ukupno djelovanje S = Sgray + Smat, gdje je Smat djelovanje materije, s obzirom

Sgrav =

na metriku g", dobijemo ove jednadzbe gibanja (vidjeti dodatak D):

1
“FR) g + (VoY — gD f/(R) = —87G T, . (5.2)

f/(R)R/w o 92

Za FRW metriku (i ravan 3D prostor) 00 komponenta jednadzbe (5.2) je
1 :
3/ (R)H* — 5(Rf'(R) = f(R)) + 3HR["(R) = 87Gip. (5.3)

Za prostorno ravna, te prostorno zakrivljenja FRW prostor-vremena rjesenja ovih jednadzbi za
djelovanja oblika R'*° uspio je naéi Clifton [28]. On se koristio prili¢no sloZenom metodom
gdje najprije reformulira f(R) teorije pomocu skalarnog polja te zatim, brojnim kompliciranim
zamjenama varijabli uspijeva do¢i do rjeSenja. Opceniti pristup nalaZenju analitickih rjeSenja
f(R) teorija koji ovdje predstavljamo prilazi problemu s posve drugog gledista. Oslanjajuci
se na strukturu Riccijevog skalara u FRW prostor-vremenu poci ¢e nam za rukom problem
rjeSavanja jednadzbe treeg reda za faktor skale FRW metrike a(t) svesti na problem rjeSavanja
triju jednadzbi prvog reda i to najprije za nalaZenje ovisnosti R(H ), zatim H (t) i na kraju a(t).

Vazno je da pri tome jednadzbe ne treba rjeSavati kao sustav vezanih jednadzbi prvog reda.

5.1 Opis metode

Razmotramo vakuumska rjeSenja za 3D ravne prostore (k = 0). U tom je slucaju potrebno
rijesiti jednadZzbu
1

3F(R)H? = S(F(R)R = [(R)) - 3HF(R), (5.4)

pri Cemu je F(R) = f'(R), a’ oznaava derivaciju s obzirom na R. ToCkom su oznaCene

derivacije s obzirom na kozmicko vrijeme. Za FRW metriku Riccijev je skalar

R=6H +12H?. (5.5)
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MozZemo prijeéi sa varijable ¢ na H ako promatramo intervale kozmickog vremena za koje je

H (t) monotona funkcija od ¢

d . d E o2 i
E_Hﬁ_(6 2H>dH. (5.6)
Uvrstimo li (5.6) u (5.4) dobit ¢emo
R 2\ oy AR 1 , B g2
3 (g om ) PRSI = (R~ [(R)) ~ 8H?F(R). 5.7

Ovo je jednadZba koja nam omogucuje nalaZenje funkcije R(H). Jednom kad to napravimo,
iskoristavamo jednadzbu (5.5) iz koje Zelimo do¢i do funkcije H(t). Funkciju a(t) nalazi se
iz definicije Hubbleovog parametra. Sam oblik f(R) funkcije odredit ¢e koji ¢e od prethodno

navedenih koraka biti moguce naciniti analiti¢ki.

5.2 Primjene

[lustraciju metode prikazat ¢emo razmatrajuc¢i R* teorije. Ove su teorije intenzivno izu¢avane u
sklopu istrazivanja modificirane gravitacije gdje modeli koji sadrZe negativne potencije a« mogu
voditi na ubrzano Sirenje kasnog svemira. Veliki je broj takvih modela isklju¢en na osnovu
opazanja. No, u svjetlu rezultata prethodnog poglavlja gdje smo za univerzalno djelovanje u
fiksnoj tocki dobili upravo R* oblik, to¢nije @ = 2 djelovanje, interesantno ih je razmotriti.
Podsjetimo, ogranicit ¢emo se na prostorno ravne metrike (£ = 0) bez materije, to jest vakuum-

ska rjeSenja u 3D ravnim prostorima.

521 f(R)= AR®
Za ovako odabranu f(R) iz jednadzbe (5.7) slijedi

ala—1)(R— 12H2)H5—§ =(a—1)R* - 6aH*R. (5.8)

Uvodenjem zamjene R = £ H?, moZzemo gornju jednadZbu zapisati u separiranom obliku

dH o §—12
H 1 i p™ 69

pri Cemu je
6a(4da —5)

= a2

(5.10)

Nadalje
£E-12 ¢ Cy (C1 + Cr)E+ OB
STe — 5.
EE+P) € E+p EE+pB) oD
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i slijedi
Ci+Cy = 1,
12
" _E1’2
Cy = 1+E.

JednadZbu (5.9) moZemo odmah integrirati i dobiti rjeSenje u zatvorenom obliku

g\ (1-20)/a ¢ —12/8 £+ 8 1+12/8
(FO) N (5) (fo +5) .

(5.12)

(5.13)

Ovime smo dobili parametarski oblik ovisnosti R(H). H (&) je dana rjeSenjem (5.13), a onda
moZemo iskoristiti naSu definiciju R(¢) = EH?(¢) kako bismo odredili R(&). Za neke vrijed-

nosti @ moguce je invertirati jednadzbu (5.13) te naéi eksplicitno oblik funkcije R = R(H).

Ako definiramo .
& (& + B)<>
- 1—2a

HOQ

K

)

(5.13) se moze napisati kao
1-2«a

EHE+ ) = KH

Pogledajmo neke posebne slucajeve:

1. Za Cy = —2C5 slijedi C; = —11 C] = 2 te je jednadZba (5.15) u tom slucaju

1-2«a

EE+8) " =KH =,

Rjesenja su

1 1—2a _1-2a
51,2:§KH a (1i\/1—24K—1H o )

Iz ovoga slijedi rjeSenje za R

K 1 s 1-2a
RLQI?HO‘ (1i\/1—24K IH @ ),

gdje su
14++/3
7

2. Za (Cy = —2(C] slijedi C7 = —11 C5 = 2 pa je tada (5.15)

Q12 =

1—2«
Y

§NEH B = KH =

To vodi na rjeSenja

§12=

(—24 FRHSS + \/(Kﬂl‘fa . 48) KHI?E“> ,

N —

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)
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te je

1 20 2 ~2a
Rip = 3 H? <_24+KH1 20 \/(Kchf _ 48) KHIJ’> : (5.22)

gdje su
11 ++/57

16 (5.23)

Q9 =

3. ZaCy =Cy = % = _1_62 slijedi 8 = —24, a o poprima sljedece kompleksne vrijednosti:
Qg = ——. (5.24)

Za neke vrijednosti parametra o moguce je naci rjeSenje jednadzbe (5.8) direktnim uvrStavan-

jem tih vrijednosti. Radi se o vrijednostima o« = 1/2,5/4. Rezultati su: za o = 1/2

1
1 -3
H = Hyess %) (g—o) , (5.25)
tezaa =5/4
5
=) 6
H = Hye® s (é) , (5.26)

gdje je R = £H?. Za razli¢ite vrijednosti o moguce je naci karakteristine intervale i vri-
jednosti, a oni su konkretno: (c0,0), [0,1/2), 1/2, (1/2,1), [1,5/4), 5/4, (5/4,2) i [2,00).

Mozemo ih odrediti analizom jednadZbe (5.13) te sluZeci se definicijom parametra [3.

5.2.2 Djelovanje kvadrati¢no u R

Najvise nas zanima djelovanje kvadrati¢no u Riccijevom skalaru kao univerzalno djelovanje u
fiksnoj tocki. No, postoje i drugi razlozi zbog kojih je interesantno promatrati takvo djelovanje.
Jedan od razloga je i ¢injenica da je R? ¢lan dio djelovanja jednog od najpoznatijih modela
inflacije, modela Starobinskog [108]. R? ¢lan je i dio nedavnih razmatranja zraSenjem domini-
rane epohe u razvoju svemira u radu [109]. Medu ostalima taj je ¢lan sadrZan u djelovanju za
vakuum u kvantnoj teoriji polja u zakrivljenom prostor-vremenu.

Ako se u jednadzbu (5.7) uvrsti f(R) = AR? (pri Cemu je A realna konstanta) dobije se

dR 1
H(R—-12H*)— = - — 12H?). 5.27
(R - 12H%) 2 = SRR~ 12H) (5.27)
Vrijedi, stoga
dR 1
—12H*) (H— — =R | =0. 5.28
(R 121%) (1~ 3R) =0 (529
Dokle god je R — 12H? # 0 (H se mijenja u vremenu) jednadZba koju treba rijesiti je
dR 1
H— =—-R. 52
dH 2R (5.29)
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Rjesenje ove jednadzbe je
Hy
uz R(Hy) = Ry kao pocetni uvjet. Jednadzba (5.5) postaje

dH Ry [ H\'? )
—=0(2) —2m 31
dt 6 (Ho) ’ >3

1/2
R(H) = Ry ( 1 ) : (5.30)

1 ima rjeSenje:
L 0P (H/H)
Gx?/2 " X/ + X'/3(H/Hy)'/* + (H/Ho)
1 2(H/Hy)'? + X'/*
X2/3\/§ X1/3\/§
1 (X1/3 _ 1)2 1 2+ X1/3

— tan ——— 5.32
6x 23 n BAYBEL 233 arctan /33 (5.32)

gdje je x = Ro/(12HZ). Ovime smo dobili implicitnu vezu izmedu H i t. Ovisnost a(H)

Ho(t — to)

_|_

moguce je dobiti iz definicije Hubbleovog parametra, te koriStenjem (5.31) slijedi

da HdH HdH
w7 :R 17 : (5.33)
B() o
Integracijom ove jednadzbe dobijemo
— (H/Hy»2]
a = ag {X (X—/10) ] . (5.34)

Kad se ovaj izraz invertira dobije se

472/3
H = H, [x —(x-1) (%) ] . (5.35)

Ovaj rezultat se slaZe s rezultatom dobivenim upotrebom drugacijeg pristupa u radu [110].
UvrStavanjem ovog izraza u jednadZzbu (5.32) dobit ¢emo vezu ¢ i a. Analizom asimptorskog
ponasanja (! — o0), slijedi da je faktor skale neograni¢en, a — oo, a Hubbleov parametar
poprima konstantnu vrijednost, H — x%/®H, §to se moZe vidjeti iz jednadzbi (5.32) i (5.35).

Faktorizacija ¢lana R—12H? na desnoj strani jednadzbe (5.7) ima presudnu ulogu u nalaZenju
rjeSenja za djelovanje kvadrati¢no u R. To se vidi iz jednadZbe (5.28). PokuSajmo vidjeti postoji
li jos neki oblik funkcije f(R) koji dopusta faktorizaciju ovog ¢lana, odnosno
%(f’(R)R — f(R)) = 3Hf'(R) = T(H)A(R)(R — 12H?), (5.36)
gdje su 7(H) i \(H) proizvoljne funkcije od H i R. Faktoriziranjem ¢lana R — 12H? moZemo
jednadZbu separirati. Usporedbom ¢lanova s lijeve i desne strane (5.36) slijedi 7(H) = konst.
Kako taj ¢lan moZemo ukljuciti u A(R) moZemo uzeti 7(H) = 1. Time slijedi

1

A(R) = 1f'(R). (5.37)
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te takoder
SRR~ [(R)) = MR)R. (538)

Relacije (5.37) i (5.38) zajedno vode na rezultat f(R) = AR?. Dakle, faktorizacija faktora

(5.36) je mogucéa samo za kvadrati¢ni oblik funkcije f(R).

5.3 Funkcijski oblik f(R) iz poznavanja faktora skale

PronalaZenje rjeSenja f(R) teorija nije jedini nacin na koji se opisanu metodu moZe primjenji-
vati. Naime moZe ju se iskoristiti i za nalaZenje f(R) teorija koje mogu rezultirati odredenim
ponasanjem faktora skale a(¢). Dakle, postupak je obrnut onome §to smo prethodno ¢inili. Po-
laze¢i od poznatog oblika funkcije a(t) mozemo izracunati a(¢) $to nas onda vodi na funkciju
H(t). Ako znamo tu funkciju moZzemo takoder nadi i H (t). To nam omogucuje nalaZenje
funkcije R(t) primjenom izraza (5.5). Ako je moguée eliminirati vrijeme iz izraza za H(t) i
R(t) tada je moguce izraziti Hubbleov parametar preko Riccijevog skalara H? = g(R). Neki
od oblika funkcije a(t) za koje je moguce pronadi funkcije f(R) koje vode na takvo ponasanje
su eksponencijalno Sirenje, a(t) ~ €%, Sirenje s potencijom od ¢, a(t) ~ t* te singularno pon-
aSanje faktora skale u buduénosti a(t) ~ 1/(T — t)™. Za upoznavanje s drugim pristupima koji
razmatraju rekonstrukciju f(R) teorija vidjeti radove [111, 112, 113, 114, 115].

5.3.1 Eksponencijalno Sirenje

U slucaju eksponencijalnog Sirenja

a(t) = Be™, (5.39)

gdje su b i B konstante, vrijedi H(t) = bi H(t) = 0. Iz toga slijedi R(t) = 120> = 12H>.
JednadZzba (5.7) se tada svodi na

SRI(R) = f(R). (540)

Rjesenje je ove jednadzbe f(R) = C'R?, to jest kvadrati¢na ovisnost o Riccijevom skalaru koju
smo prethodno ve¢ razmatrali u pododjeljku 5.2.2. Iz ovog kratkog razmatranja vidljivo je kako
f(R) = R? teorija kao posljedicu ima vje¢no eksponencijalno §irenje kao vakuumsko rjesenje

u FRW prostor-vremenu.

5.3.2 Sirenje s potencijom od ¢
Za faktor skale opisan potencijom od ¢
a(t) = Dt?, (5.41)
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gdje su D i (3 konstante, slijedi H(t) = 8/t i H(t) = —(/t2. Riccijev je skalar stoga R(t) =
63(23—1)/t*. To moZemo napisati na sljede¢i natin R = %HQ = %HQ. Tada je jednadzba
(5.7) oblika

(1—129)R*f"(R) — %(1 —6v)Rf'(R) + %f(R) =0. (5.42)

Rjesenja ove jednadzbe su f(R) ~ R* pri emu za \ vrijedi
2X2 + (B—=3)A+1-28=0. (5.43)

Ovo je rjeSenje u skladu s rjeSenjima u radovima [116, 117]. Pogledamo li pazljivije ovu jed-
nadzbu ustanovit éemo da A = 2 nije njeno rjeSenje za proizvoljni 5. Iz prethodnog izraza
slijedi

Ao = 2(3 —BEVFER+106+1). (5.44)
Vrijenostima parametara 5 > 0 te \; # Ao opisan je svemir koji se §iri. Faktor skale ovisan o
potenciji od ¢ je posljedica funkcije f(R) koja je linearna kombinacija R i R*?. U radu [118]

je pokazano da se sli¢an rezultat dobije i kad se u razmatranja ukljuci i materija.

5.3.3 Buduce singularnosti

Faktor skale koji posjeduje buduéu singularnost u konaénom vremenu I’ > ¢, opisan je relacijom

A

m 3 (5.45)

a =

gdje su A i m pozitivne konstante.

Ovakvo se ponaSanje faktora skale moze javiti u okviru teorija modificirane gravitacije te u
scenarijima koji ubrzano Sirenje svemira pokuSavaju objasniti fantomskom energijom s kon-
stantnom jednadzbom stanja [119]. Relacija (5.45) vodi na izraze za Hubbleov parametar i

njegovu derivaciju

m - m
H=———+  H=——. 5.46
T—t’ (T — 17 (546)

Riccijev skalar je kao funkcija Hubbleovog parametra H dan izrazom:

6(2 1
r=82m Tl g (5.47)
m
JednadZba (5.7) je u tom slucaju

2R*f"(R) — (m+ 1)Rf'(R) + (2m + 1) f(R) = 0, (5.48)

te su njena rjeSenja oblika R pri cemu za \ vrijedi

m+3++vm2—10m+1
1 .

Ao = (5.49)
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Oba rjeSenja za ) su realna ako je m < m; = 5 — 2v/6im > my = 5 + 26, te je tada f(R)
oblika
f(R) = K\RM + KyR™ | (5.50)

gdje su K, 5 realne konstante. f(R) je oblika R(™2+3/4 i Rm2+3)/41n R 7a m = my,.

Kompleksno konjugirana rjeSenja za A oblika A\ = Ar £ tA\; gdje je A\gp = mT*?’, al =

2V/|m? — 10m + 1| dobiju se za m; < m < ma. te je u tom slu¢aju f(R) oblika
f(R) = K3R* cos(A;In R) + KR sin(A\;In R) (5.51)

gdje su K3 4 realne konstante. Ovi rezultati slazu se s rezultatima dobivenima u radu [119].

Iz ovih se primjera joS jednom ocituje prednost ove analiticke metode. Poznavanjem ovis-
nosti faktora skale o vremenu a(t) za slucajeve za koje je moguée rijesiti diferencijalnu jed-
nadzbu za f(R) analiti¢ki, moguce je njenom upotrebom dobiti funkcijske zavisnosti f(R) koje
u odsutnosti materije i u 3D ravnom FRW prostoru-vremenu vode na takvu dinamiku faktora
skale. Na taj je nain moguce proucavati modificirane teorije gravitacije koje rezultiraju pon-
aSanjem koje opisuje poznate epohe Sirenja svemira kao $to su razdoblje inflacije, te materijom

ili zratenjem dominirane epohe u njegovoj evoluciji.

5.4 Numericka rjeSenja

U ovom odjeljku ¢emo provjeriti valjanost metode usporedbom sa rezultatima koje dobijemo

numerickim metodama. JednadZzba koju je potrebno rijesiti (ako zanemarimo doprinos materije)

3F(R) (9)2 _ % (F(R)R — f(R)) — 1824 (9 _aa_y (9)3> | (5.52)

je

adR \a a2

Cilj je dobiti izraze za ponaSanje faktora skale, Hubbleovog parametra, Riccijevog skalara itd.

Uvedimo oznake

i b, (5.53)
b—i—e. (5.54)

a2 1 b? b 2b%
o S(FR—f) =3P~ ) =2 (c=Z2) | 5.55
é=3 18%(2( ) a2> a(c a) (5.55)

Zaklasu f(R) funkcija danu sljede¢im izrazom
f(R) = pR+ (R — Ro)", (5.56)

moguce je izborom parametara «, 3, Ry i n reproducirati neke od teorija s poznatim rjeSenjima.

Kako bi se izbjegle divergencije u (5.55) moramo ovdje izuzeti slu¢aj opCe teorije relativnosti
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s kozmoloSkom konstantom koji vodinan = 0ilin = 1 ili « = 0. Iz istog se razloga uvodi

parametar R za slu¢aj n < 0. Jednadzba (5.55), za ovako odabrani oblik f(R), postaje

e 1 n—1 n
cTe = 18b an(n — 1) (R — Ry)"2 ( 2 (R = Fo)" =
b? b 20*
n—-1\ -~ } = =
— 3(B+an(R— Ry)" ) (12) - (c - ) : (5.57)

Kada kao rezultat numeri¢kog racuna dobijemo veliine a(t), b(t), ¢(t) moZemo naéi bilo koju
drugu veli¢inu od interesa, poput R(t), H(t), ili ¢(¢). Time ¢e biti moguce analizirati os-
tale funkcijske zavisnosti medu razlic¢itim veli¢inama koje bi mogle biti zanimljive, na primjer
R(H). Radit ¢emo s bezdimenzionalnim veli¢inama. U tu svrhu napi§imo 7 = H,(t — 1) te je

dt = Hydt. Oznacimo s ag vrijednost faktora skale danas i neka je a = agx. Tada vrijedi

- s dx
a = apt = agHog?,

i =agH3Ls . (5.58)

Na slican se nacin skaliraju i ostale veliCine

H = Ho g
R—6H3 |(1%)" + 123 (5.59)
Definirajmo k tome i veli¢ine i i r,
H R
=L 2B (5.60)
Hy H?

U nastavku su usporedena rjeSenja R teorija dobivena analitiCkim putem i upotrebom gore
opisanog algoritma. Grafovi 5.1-5.6 prikazuju rezultate usporedbe dviju metoda za neke karak-

teristi¢ne vrijednosti parametra .

7‘““““““““““““Hubble
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14

Slika 5.1: Prikaz funkcije r(h) za f(R) = R*
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Parametarska ovisnost R(&)-H (¢) dobivena koristenjem (5.13) uz R = ¢H? prikazana je
punom linijom dok su rezultati numericke analize prikazani to¢kama. Na nekima od grafova

5.1-5.6 mozemo uoditi postojanje ekstrema funkcija H (&) i/ili R(). NapiSimo

H =AM (E+5)" (5.61)

R=H?¢ =B ¢+ )77, (5.62)
Ovdje suy; = —2 4‘2;15 17y = m. Odavde slijedi

dR

AR a _ B (2 + D+ B) + 267
Zza A AR G RS A 669

Ricci

),)7)"'0".....00""‘ o

L L L L Hubble L L L L L L Hubble
0.15 0.20 0.25 0.30 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Slika 5.2: Prikaz funkcije r(h) za f(R) = R™'i f(R) = R™*

Ricci Ricci

140 s 5[ L
120f ) /
20} -
- /
100F o
.
ob 15f /
60[ ,.»"x
10[ e
sl 3 M«-”'
/ 5
20 et ag
T ‘ ‘ ‘ e
012 014 016 018 020 022

L L L L L Hubble
0.12 0.14 0.16 0.18 0.20

Slika 5.3: Prikaz funkcije (h) za f(R) = R** i f(R) = R*®

Koji su uvjeti za postojanje ekstrema za R? & = 0 je ekstrem ako je v +1 > 0 a to je
moguce u situaciji kada je o € (—00,5/4)J(3/2,00). Ako je £ = —[ pri Cemu je v, > 0
§to odgovara o € (—o0,1/2)J(5/4,2) R takoder ima ekstrem. Postoji i jo§ jedan uvjet za
postojanje ekstrema za R, a taj je £ = %. Za Hubbleov parametar slicnom analizom dolazimo
do zakljucka da postoji ekstrem ako je 7; + 1 < 0 $to je zadovoljeno za vrijednosti o koje
pripadaju intervalu « € (5/4,3/2). H ima ekstrem i u situaciji kada je £ = —f3, a 7o < 0 Cemu
odgovaraju vrijednosti « € (1/2,5/4)J(2,00). Ekstrem u slu¢aju Hubbleovog parametra
postojijoSiza & = 12.
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§5.5. f(R) teorije sa zraCenjem

Ricci S
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Slika 5.4: Prikaz funkcije 7(h) za f(R) = R*™ i f(R) = R"!
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Slika 5.5: Prikaz funkcije 7(h) za f(R) = R**i f(R) = R'®
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Slika 5.6: Prikaz funkcije r(h) za f(R) = R*i f(R) = R*

5.5 f(R) teorije sa zracenjem

U ovom smo poglavlju predstavili novu metodu rjeSavanja f(R) teorija ograni¢avajuéi se na

slucaj bez materije. Nazna¢imo ovdje samo na koji je na¢in moguce razmisljati u slu¢aju kada

je prisutan doprinos materije. Za pocetak nadimo trag jednadzbe (5.2):

gdje T' = T} predstavlja trag tenzora energije-impulsa materije.

Za FRW prostor-vrijeme d’ Alambertian je

Rf'(R) —2f(R) —30f(R)

8tGT

(5.64)

(5.65)
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POGLAVLIE 5. DINAMIKA U FIKSNOJ TOCKI

d_
i’

derivacija po Hubbleovom parametru /. Iskoristimo li jo§ i ¢injenicu da za materiju dominiranu

Koristenjem veé poznate relacije % = (% —2H?)-% mozemo d’ Alambertian prikazati pomoc¢u

zraCenjem trag tenzora energije-impulsa 1" = p, — 3p, i18€ezava, slijedi nam relacija

Rf'(R)—2f(R)-3 (% — 2H2) d% K% — 2H2) %ﬁf)} —9H (% — 2H2> %(56(;).

Ova jednadzba, iako izvedena za f(R) teorije uz zracenjem dominiran doprinos materije vrijedi
1 za vakuumsko prostor-vrijeme. Tada je, naime, uvjet 7' = 0 trivijalno ispunjen. S obzirom
na tu ¢injenicu ova jednadzba mozZe se pokazati pogodnom za analizu f(R) modela u kojima je
prisutan prijelaz iz vakuumom dominirane epohe u zraenjem dominiranu epohu. Naprimjer,
pri zavrSetku inflatornog reZima nakon kojeg slijedi zracenjem dominirana faza razvoja svemira.
Sto se pristupa rjeSavanju jednad’be ti¢e i ovdje je moguce problem svesti na tri nezavisne
diferencijalne jednadZbe koje je moguce rjesavati jednu za drugom s tom razlikom §to je ovdje

diferencijalna jednadzba za R(H) drugog reda.
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6. Zakljucak

Nas je svemir protkan tamnim komponentama koje imaju veliki udio u ukupnoj gustoéi en-
ergije koja je u njemu prisutna. Zasad nema dovoljno uvjerljivog rjeSenja tih zagonetki liSenog
poteskoca. Problem koji je time postavljen pred teorijsku fiziku jako je sloZen i izazovan. Pred-
loZeni su brojni mehanizmi koji pokuSavaju rasvijetliti prirodu ovih komponenti. Jedan od pris-
tupa temelji se na u¢incima kvantnih polja na parametre gravitacijskog medudjelovanja kroz dva
teorijska okvira. Jedan je kvantna teorija polja na zakrivljenom (klasicnom) prostor-vremenu,
a drugi je kvantna gravitacija formulirana pomodu integrala po putu za metricki tenzor kao
jedino polje koje opisuje gravitaciju. U oba slucaja osnovno je polaziste odgovarajuée efektivno
djelovanje. Postupkom renormalizacije uvodi se ovisnost parametara djelovanja o skali regu-
larizacije. Predvidanja koja slijede daljnjim razmatranjima znacajno ovise o izboru fizikalne
skale pomocu koje se mogu izraziti efektivne vrijednosti tih parametara. Samim time rezultati
se mogu znacajno razlikovati, a u literaturi su prisutni razli¢iti, u nekoj mjeri proizvoljni izbori
fizikalne skale motivirani kvalitativnim razmatranjima. Pokazuje se kako ovakav pristup, po-
mocu parametara ovisnih o skali, moZe upucivati na rjeSenja nekih problema vezanih uz tamne
komponente poput problema male vrijednosti kozmoloske konstante, problema koincidencije,
ili rotacijskih krivulja galaksija.

Pouzdanost tih rezultata znacajno ovisi o izboru skale. Kako bi se uklonila proizvoljnost izb-
ora iste razvijena je sustavna procedura njenog odredivanja koja se u prvom redu vodi zahtjevom
oCuvanja kovarijantnosti razmatrane teorije. Ta je procedura zajedno sa svojim posljedicama
srediSnja tema istraZivanja predstavljenih u ovoj disertaciji. Metodu se moZe primijeniti na
razini jednadzbi gibanja ili na razini samog djelovanja. Tako su se, kako u kozmoloSkim,
tako 1 u astrofizikalnim primjerima neki proizvoljni izbori skale pokazali opravdanima a neki
ne. Mozemo reci kako ova procedura nekim predvidanjima (s obzirom na odabir skale) daje
odredenu tezinu dok neka druga dovodi pod znak pitanja. Takoder, pokazano je da djelovanje
za gravitaciju ima univerzalno ponaSanje u reZimu fiksne tocke, za teorijski pristup kvantne
gravitacije koji se zasniva na pretpostavci njene asimptotske sigurnosti, koje ne ovisi o tome
koje su sve potencije Riccijevog skalara prisutne u poc¢etnom djelovanju koje je polinom u R.
Osim toga, metoda primijenjena na razini djelovanja moZze pruZiti uvid u postojanje nekih mod-
ifikacija gravitacije koje imaju povoljna fenomenoloska svojstva, ali ne pruzaju jasan razlog
svome postojanju poput f(R) ili F'(R,G) ¢lanova u gravitacijskom djelovanju.

Stoga, rezultati ove procedure dodatno osnazuju cjelokupni pristup pomocu parametara
ovisnih o skali, te otvaraju nove mogucnosti ideji da se problemi tamnih komponenti mogu
rijeSiti bez potrebe za uvodenjem novih polja, egzoti¢nih Cestica ili oblika materije. To je jako

lijepo svojstvo ovakvog pristupa koji svoje polaziSte nalazi u dobro utemeljenim teorijama.



ZAKLJUCAK

Ovisnosti parametara o skali renormalizacijske grupe posljedica su razmatranja ponaSanja poz-
natih 1 tim teorijama opisanih stupnjeva slobode. Svi rezultati koji potom slijede, a mnogi
pruZaju motivaciju nekim ad hoc predloZenim modifikacijama gravitacije povoljnih fenomeno-
loskih svojstava, pocivaju na identifikaciji skale renormalizacijske grupe koja odreduje pon-
aSanje efektivnih konstanti vezanja. Kada Cinjenici da se ovaj formalizam zasniva na pozna-
tim poljima dodamo i mogucnost sustavnog odredivanja skale renormalizacijske grupe pred-
stavljenog u ovoj disertaciji, otvara se Siroka lepeza mogucénosti razmatranja goru¢ih problema
teorijske fizike koja pociva na dobro utemeljenim postavkama.

Buduénost ovih istrazivanja zahtijeva detaljniju analizu samih ovisnosti parametara teorije o
skali (jer, kao Sto je pokazano, identifikacija skale mora uvaziti sve relevantne operatore koji su
u skladu sa simetrijama teorije). MoZe li uvodenje novih operatora pokvariti poZeljno svojstvo
asimptotske sigurnosti kvantne gravitacije? Ili ¢e identifikacija skale uvaZavanjem i tih op-
eratora voditi na joS povoljnija fenomenoloska svojstva modificiranih djelovanja za gravitaciju
(f(R) teorije, mehanizam relaksacije . . . )? Mogu li time dobivene efektivne teorije imati manje
problema (naprimjer s postojanjem duhova [120]) s obzirom da polaze od regularnih teorija
te nastaju eliminacijom skale & (koja je odredena sustavnim putem, uz postivanje kovarijant-
nosti) iz izraza za djelovanje? Nedavna istraZivanja razmatraju moguénost opisivanja inflacije
bez uvodenja novih skalarnih stupnjeva slobode. Kao polje koje bi u svjetlu primjene metoda
renormalizacijske grupe u zakrivljenom prostor-vremenu moglo preuzeti tu ulogu razmatran je
Higgsov bozon [121]. Ta je ideja, iako optere¢ena nekim problemima i suptilnostima [122],
jako interesantna. Na koji ju je nac¢in moguce realizirati koriStenjem metode odredivanja skale
renormalizacijske grupe? Moze li se odredivanjem skale kvalitetnije razmotriti slijed epoha u
razvoju svemira (kraj inflacije, poCetak zraCenjem dominirane faze, budu¢nost svemira)? Na to
nas razmisljanje potice, u disertaciji izneseno, zapazanje da ukljucivanje polja materije u proce-
duru odredivanja skale, osim §to mijenja gravitacijsko djelovanje, mijenja i potencijal skalarnog
polja pojavom neminimalnog vezanja i samointerakcijskog ¢lana u potencijalu.

Moguénost barem malog napretka u istraZivanjima prirode tamnih komponenti, uz oslan-
janje na dobro definirane teorije polja i upotrebu sustavne metode odredivanja skale, i viSe je
nego vrijedna nagrada, a ujedno i poticajan motiv za daljnja istraZivanja. U ovoj disertaciji
izneseni su rezultati razmatranja koja ¢ine korak u tom smjeru te otkrivaju moguée smjerove

buduceg istrazivackog rada.
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A. Konvencije

U vecem dijelu ove disertacije koristi se prirodni sustav jedinica (h = ¢ = 1) te sljedece

konvencije. Einstein-Hilbert djelovanje je oblika

1
=—— [ d'zy/= —2A) . Al
Sen 167TG/ rv/—g (R ) (A.1)
Varijacijom djelovanja po metrickom tenzoru slijede Einsteinove jednadzbe gibanja
1
Gup = Rop — §Rga@ = —87G(Top + PAYas) (A.2)
gdje je
-4 (A3)
PA=8nG '
Tenzor energije-impulsa materije definiran je relacijom
2 9
T, & (A.4)

" gég

Signatura metrike je

N = (+,—,—, =) (A.5)

Definicija Riemannovog tenzora je
Sy = Uopy — Ui p T 12105 = T510 (A.0)

pri ¢emu je koneksija dana izrazom
Pos = %g‘“’(gw,g + Gupa = Jasw) - (A7)

S 0, ili , & oznacavamo parcijalne derivacije s obzirom na koordinatu =%, a s V,, ili ; kovari-

jantne derivacije. Riccijev skalar definiran je na sljedeéi nacin

R, =R, (A.8)
Bianchijevi su identiteti
Raﬁ/u/;)\ + Roz,é’)\u;l/ + Raﬂl/)\;u =0. (A9)
Kontrahiranjem indeksa « 1 pu slijedi
Rg,,;)\ — Rﬁ,\;y + R”BW\;M =0. (A.10)

Daljnjom kontrakcijom indeksa /3 i v dobije se

1
(R", — QQ“AR);M =0, (A.11)



DODATAK A. KONVENCIJE

odnosno oblik Bianchijevih identiteta koji je pogodan za upotrebu na razini Einsteinovih jed-

nadzbi te se u ovoj disertaciji Cesto rabi
V,.G" =0, (A.12)

gdje je G*¥ Einsteinov tenzor.

FRW metrika relevantna za kozmologiju u ovim je konvencijama

dr?
1—Ekr?

ds* = dt* — a(t)? ( + 1r2d6? 4 r* sin? Hdgoz) . (A.13)

Iz Einsteinovih jednadzbi (A.2) slijedi za 00 komponentu Friedmannova jednadzba

. 2
U R A LA (A.14)
a 3 a?

a iz 4t komponente jednadZzba za faktor skale

a A7 A
B 3p) 4+ = . A.15
" 3 (p+3p) + 3 (A.15)

Jedino odstupanje od ovih konvencija prisutno je u odjeljku (2.3) u dijelu u kojem se govori
o usrednjenom efektivnom djelovanju gdje je i inaCe u literaturi, pa tako i ovdje, uobicajenije

koristiti metriku euklidske signature
My = (o) (A.16)

te definiciju Riemannovog tenzora sa suprotnim predznakom u odnosu na relaciju (A.6).
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B. Riemannove normalne koordinate

Opcenito je tenzor zakrivljenosti razli¢it od nule. Stoga koneksiju nije moguce svesti na nulu u

svim tockama prostora. No uvijek je moguce nadi sustav koordinata, takav da je u nekoj tocki

(Fgg) 0. (B.1)
P

Za takav sustav koordinata kaZemo da je geodetski u tocki P. Neka su u nekom koordinatnom

koneksija nula.

sustavu z“ koordinate to¢ke P jednake . Konstruirajmo nove koordinate na sljedeéi nacin
/ / ° 1 / ° ° °
% = Cf (2P — x'@) + §Cf\y ng(x)(xﬁ — xﬂ)(ﬂ -7, (B.2)

. / v . v . . . . . .. . .
gdje su Cf konstante razliite od nule, inaCe proizvoljne. Deriviranjem i izvrednjavanjem u

tocki P slijedi
01‘0‘/ ) ’
= Cy,
( 02 ) p ’

il = C¢Ty (2 B.3
WP— S5, (%), (B.3)
Kako bi bilo zadovoljeno
(rg@) =0, (B.4)
P
nuzan i dovoljan uvjet jest
(AYAG ALY + AY 95 AS)p = 0. (B.5)
Koristimo pokratu
’ axa/
AT = —= ) . B.6
’ ( Oz” >P —
Kontrahiramo li ovaj izraz sa
AV A (B.7)
a s obzirom da vrijedi
o' AN A
Aﬁ AO” - 55 5
0 (996“’/ oz _ o [0z (9:18“’, ’ (B.8)
dz?A \ 0z ) Oxv Ox? \ Ozv ) Oz

moZemo dobiti i ekvivalentan uvjet koji glasi

o Tw aZZEa/
Aw F)\V - <8x’\8x”>P’ (B9)



DODATAK B. RIEMANNOVE NORMALNE KOORDINATE

te je trivijalno zadovoljen prema definiciji novih koordinata.

Mogli smo ovu koordinatnu transformaciju definirati i ¢lanovima viseg reda te kao poslje-
dicu geodetske koordinate moZemo definirati na beskonacno nacina, jer su koeficijenti proiz-
voljni. Jedne od geodetskih koordinata koje ovim putem moZemo definirati su i Riemannove ko-
ordinate. ObiljeZje je tog koordinatnog sustava da su jednadzbe geodetskih linija kroz ishodiste
istog oblika kao i jednadZbe ravnih linija koje prolaze kroz ishodiste Kartezijevog koordinatnog
sustava u Euklidskoj geometriji.

Pretpostavimo da je tocka P u ishodiStu nekog koordinatnog sustava. Kroz to¢ku P pro-
laze geodetske linije u svim mogucéim smjerovima. Jednadzba svake geodetske linije dana je s
obzirom na neki parametar 7. Parametar biramo na nacin da je vrijednost parametra 7 = 0 u

tocki P za svaku geodetsku liniju. Geodetske linije u tocki P odredene su svojim tangentnim

o Jdx®
£ = {?}P, (B.10)

vektororm,

dok je neka druga tocka A na geodetskoj liniji odredena vrijedno$¢u parametra 7. Nazovemo li

polazne koordinate ¢, Riemannove koordinate y“ definiramo relacijama
y© = &0,
R L (T TR T (B.11)

U polaznom koordinatnom sustavu funkcije 2 duz geodetskih linija ovise o poCetnim uvjetima

1 parametru 7

x® =z (1, 2%,£Y) . (B.12)
Vrijedi
@ =¥ = %a_yﬁ — % gﬁ
dr ) > \oyPdr ),  \oyP), '’
ox®
— = 03. B.13
Za Jacobian vrijedi
@ #0 (B.14)
o) | '

Geometrijski, ovo znaci da u podrucju u kojem postoji jedan u jedan preslikavanje izmedu x®
1 y* postoji samo jedna geodetska linija izmedu P 1 A. NuZan i dovoljan uvjet za Riemann

koordinate moze se iskazati na dva ekvivalentna nacina.
* jednadZbe geodetskih linija su oblika (B.11) ako pretpostavimo da je £* = konst.

* koneksija zadovoljava relaciju ngyﬁ Yy’ =0

88



§ Riemannove normalne koordinate

Prvi uvjet je nuzan jer je za

d a
Y _ e — konst. (B.15)
dr
duz geodetske linije, te je stoga u tocki P
d o
L 2 (B.16)
ar |,

1 £“ je tangentni vektor u ishodiStu te su koordinate Riemannove. Ako vrijedi drugi uvjet
8,677 =0, (B.17)

tada krivulje y* = £“t uz konstantan £* zadovoljavaju geodetsku jednadzbu, te predstavl-
jaju geodetske linije s kanonskim parametrom ¢ kroz ishodiSte. Kako je time zadovoljen
prvi uvjet, slijedi ponovno da su koordinate Riemannove. One su geodetske s obzirom
na ishodiste, a izaberemo li ih nadalje, na takav nacin da su komponente metrickog ten-
zora u ishodiStu dane u Minkowski obliku, onda govorimo o o Riemannovim normalnim

koordinatama.

Koristenjem Riemannovih normalnih koordinata moZemo tenzorska polja razvijati u po-
tencijama od y® pri Cemu je koeficijente moguce izraziti preko tenzora zakrivljenosti i

njegovih kovarijantnih derivacija.

Krenimo od razvoja tenzorskog polja

. ow, 1 [ 0*W,
Wy o =Wa a B 2 7y e S U YV B.18
e p+( dy” )oy i 2!< dyrdy” >0y o (B19)

Koristimo A ili Ay kako bismo oznacili da je veli¢ina A izvrednjena u ishodisStu Rieman-

novih normalnih koordinata. Koristit ¢emo svojstvo transformacije koneksije te derivacije

())f/u/ Z/ — (;\—/A;FZ.T + a)\/AZ/ 5
TS AY + TS A% DAY, = O AT ATTY 4 A%0,ATTY,
+ ASATALOTY 4+ Ovp AL, (B.19)

i tako dalje.

Odaberimo i sljedecu koordinatnu transformaciju

v oV - 1 8k‘ry A1 Ak
— k! e 0
pri ¢emu su koeficijenti
Oz 5

(ay’\l ) 0 - O

foatig o,
(255, -

3395” ° ° o o 1
<W> o7 o = (B:21)
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DODATAK B. RIEMANNOVE NORMALNE KOORDINATE

Iskoristimo li sada relacije (B.19) mozemo pokazati da vrijedi
Kll)‘/2 =0,
O x) =0
Deriviranjem izraza za Riemannov tenzor
1 a loa T g
5B apy = =000 — Lol (B.23)

te primjenom relacija (B.22) dolazimo do sljedecih izraza

14 1 OI/
{a(ﬁpa)u} - _gR (aB)p
0
v 1 > 12
{8(75Fa)ﬂ}0 - §RM(B )
14 3 2 > w vV > > 14
{a(&ygra)u}o - —g (gR(ﬁ 5 R’ywa)ﬂ - Rﬂ(ﬁ oc,’Y(S)) . (B24)

Ovim putem uveden koordinatni sustav je geodetski s obzirom na ishodiSte. Prethodno
izvedene rezultate mozemo iskoristiti prilikom deriviranja tenzorskog polja na nacin da
svaki put izrazimo parcijalne derivacije u ishodistu pomocu odgovarajuéih kovarijantnih
derivacija. Svaki put kada imamo koneksiju u ishodistu iskoristimo Cinjenicu da je ona
jednaka nuli. Svaki put kada se pojave ¢lanovi oblika 8(7,“,,1“3) s Zamijenimo ih poStivajuci
izraze (B.24). Na taj ¢e nacin biti moguce izraziti razvoj tenzorskih veli¢ina sljedeCcom

jednadzbom
Wal...ap = Wal...ap—i_Wal...ap,uyu

1 (.- J . "
+ a{Wal...ap,uw + g Z R uakaal...ak_lyak+1...ap}yuy
’ k=1

1 p

174

+ g{Wal...ap,uwa+§ R'u,akaOél---ak—lVOék-s-l---apvo'
’ k=1

p
1 U 1 w, o
+ Z§R ,uakw,oWal---Oék—lVOék+1---0<p}yuy y + e (B25)
k=1

Ovo vrijedi za opCeniti tenzor, pa time i za metricki tenzor koji se sada moze izraziti
jednadzbom

; 1 oy 4 L Ho Vg P
Gap = Yap + gR,uou/By ) + éRuaVﬁ;py yy (B26)

1 2

%Ruauﬁ;pay#yyypya + 45 RauﬁpRP’YyéyuyyyvyE + ...
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§ Riemannove normalne koordinate

Ostaje jos vidjeti da ove koordinate osim Sto su geodetske zadovoljavaju i nuzne i do-
voljne uvjete koji ih ¢ine i Riemannovim normalnim koordinatama. To moZemo vidjeti

kontrahirajuéi gornju jednadzbu s y” te slijedi

9oy’ = Gasy” (B.27)

gdje ostali ¢lanovi iS¢ezavaju na racun antisimetrije indeksa 3 s barem jednim od indeksa

sumacije A, j, 7, . . . Deriviranjem dobijemo

04908Y” + Gra = Gra - (B.28)

Kontahiranjem sa y® i y” uz (B.27) dobije se da vrijedi

Oy 90y Y’ = 0905y"y" = 0. (B.29)
Upotrebom
1
Tay"y" = 5(959as + 03905 — Oagor)y™y" . (B.30)
moguce je pokazati
Topyy’y" =0, (B.31)

Sto je jedan od uvjeta koji je nuZan i1 dovoljan za Riemannove normalne koordinate.
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C. Renormalizacijska grupa

Promotrimo renormalizacijsku grupu u slu¢aju maseno neovisnih renormalizacijskih she-
ema, od kojih je jedna i shema minimalne suptrakcije [123, 124]. Ovdje radimo u
ravnom prostor-vremenu. Renormalizirane jednocesti¢no ireducibilne Greenove funkcije

su povezane sa "golim" velicinama preko renormalizacijske konstante polja
% (pi, A = 715 (ps, A C.1
R (p’u Ramva’[WE) o3 B (pzv BamB7€)~ ( . )

"Gole" Greenove funkcije ne ovise o proizvoljnoj renormalizacijskoj skali p te ¢emo
do jednadZbe renormalizacijske grupe do¢i njenim deriviranjem po x uz uvjet da je Ag

fiksiran. Uz odabir maseno neovisne sheme renormalizacije vrijede izrazi

Zi - Zi(AR7€)7
App~ ¢ = Z(;zZ/\)\R,
my = Z,'Znmi. (C.2)

Dakle, uvazavajuci neovisnost "golih" Greenovih funkcija o y slijedi

0, e 9 dmg
\on ™ du org T du omg

)Fg)(piy/\RamR;,ua 6)

1 np-1 d n
= (—nZ¢/2 lud—qu)Fgg)(pi,/\B,mBaﬁ)

2 v
1 1 d (n)
=|=n——pu—=2=24 | i A . C3
<2nZ¢ILLd,u ¢> R (p27 R,TI’LR,,LL,G) ( )
Definirajmo sljedece funkcije
d d s,
B(Ar,€) = N@/\R = AR @Z(ﬁz)\ — €AR -2 B(Ar)
A _ 1 dl A A
V(Ar,€) = 5#@1"1 ¢:O>7( R),
_k dmg 1 i ~1
Ym(Ar,€) = mn i 2" n(Zy2,.") —2 1m(Ag)- (C4)

Ovdje smo izrazili ¢injenicu da "goli" parametri ne ovise o x. Za renormalizabilnu teoriju

postoji konacan limes € — 0 te vrijedi

) )
& + /MRa—AR + Ym(Ar)mR

Ovo je jednadzba renormalizacijske grupe koja govori na koji se nacin moraju ponasati

—ny(\R) |TW (01, Ap,mp, i) = 0. (C.5)

8mR

parametri 1 multiplikativni faktori renormaliziranih Greenovih funkcija kako bi kompen-

zirali promjenu renormalizacijske skale .



§ Renormalizacijska grupa

Kako bismo razmotrili rjeSenja, uzmimo da je y(Ag) = 0. Na razini jedne petlje Cesto

nije nuZno renormalizirati valnu funkciju pa je za jednopetljene racune ovaj izbor takoder
pogodan. U tom slucaju ostaje nam homogena jednadzba

d

Hap

U nastavku ¢emo izostaviti upotrebu R za oznacavanje renormaliziranih parametara. Gornju

T (ps, Aj, g, ) = 0. (C.6)

homogenu jednadZbu moZemo napisati

0 0 0 n
~ 5 + 5)\5 + vm()\)m% I‘g%)(pi, A, m, pgexp(—t)) =0. (C.7)

Ovdje smo upotrijebili 1 = exp(—t)uo gdje 1o predstavlja neku fiksnu skalu. Skala p je

skala na kojoj smo renormalizirali veliine \ i m.

Definirajmo sada funkcije (£, \) i m(t, A\, m) koje ée nam omoguditi opis ovisnosti Fg)

/A(t,A) dr
— = ¢,
A B(x)

A(t,A) 1
m(t,A,m)Zmexp{ / . dm”g“)} - mexp[ / vm<A<t'>>dt’}, 3)
A 0

o t a samim time i o y relacijama

odnosno u diferencijalnom obliku

PN~ s,
W = YN, (C.9)
s pocetnim uvjetima
MO, N) = A,
m(0,\,m) = m. (C.10)

Definicije (C.9) mogu se zapisati i u obliku jednadZbe renormalizacijske grupe , te je tako

deriviranjem prve od jednadZzbi po A moguce doci do zapisa

d 0]~
{—Entﬂ()\)a})\(t,)\)—o. (C.11)
Iz ove relacije slijedi da za svaku funkciju f(\,t, o) = f(A(A, 1), o) vrijedi
d 0 0 -
o= (= 5+ B0V 35 ) £ ) = 0. 1)

Za rjeSenje jednadzbe (C.7) tada vrijedi
T (i Ay o exp(—1)) = T (pi A, m(2), o) (€.13)
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Rjesenje je nehomogene jednadzbe (C.5) tada
1
Fgl)(p,», A, m, g exp(—t)) = Fg) (pi, A(t), m(t), j10) exp {—n/ V(A(t’))dt'} . (C.14)
0

Ova nam jednadzba povezuje Greenovu funkciju Fg) (pi, A, m, j1) izrazenu pomocu
parametara) i m gdje je renormalizacijska skala jednaka p sa Greenovim funkcijama
Fgg) (pi, M(t), m(t), pexp(t)) na nekoj drugoj renormalizacijskoj skali z exp(t) ali uz

odgovarajuée parametre \(t) i m(t).

Najcesca primjena jednadZbe renormalizacijske grupe se odnosi na razmatranje ponasanja

Greenovih funkcija s obzirom na reskaliranje impulsa,
Pi = PPi; (C.15)

pri cemu se g drzi fiksnim.

Dimenzionalna analiza Greenove funkcije masene dimenzije DD

Iy ~ (M), (C.16)

nalaze sljedeci zakljucak
% (ppi, A = uP f(p*pipi /12, N C.17
R (ppla 7m7:u) H f(p plpj/,u ) ,m/u) ( . )

Kako je ovo homogena funkcija reda D u veli¢inama m, p i y vrijedi

0

) ) n
<p0—p+m%+M@—D)F§%)(ppi,&m,ﬂ) =0. (C.18)

Kombiniranjem ovog izraza s jednadZbom renormalizacijske grupe (C.5) uzizbort = Inp
slijedi vaZan rezultat

9 B(N) 9, () 0 (A + DT (pps, Aym, ) =0, (C.19)

- = — m=— —"n iy A, T =0. .

8t 8)\ /ym am fy R sza ) ) :u

Za bezmasene, neinteragirajuce teorije vrijedi 5 = v = 0 te se u tom sluc¢aju Greenova

funkcija skalira sa promjenom impulsa u skladu sa svojom kanonskom dimenzijom
T (opi, A — pPT (ps, A C.20
R (pp“ 7m7lu’>_p R (pl7 7m7/~L)' ( . )

Sli¢nim razmatranjima kojima se koristimo pri rjeSavanju polazne jednadZbe renormal-

izacijske grupe moZemo rjesSenje jednadzbe naci u obliku

t
T (exp()pi, A, m, ) = T8 (pi, A(t), (1), 1) exp lDt—n/ v(X(t’))dt’] . (C21)
0

A(t) i m(t) su veli¢ine definirane jednadZzbom (C.8) a ovdje se sluzimo i pokratom

= m(t)/p. (C.22)

S



§ Renormalizacijska grupa

Rjesenje moZemo nadi i slijedom nekoliko koraka koje smo prethodno analizirali. Naime,

F0 (exp(t)ps, A, . 1) = TS (exp(t)py, A(E), (), exp(t)e) exp [n / v(t')dt'] ,
(C.23)

gdje je predstavljena promjena renormalizacijske skale. Prilagodavanjem zapisa
rp exp(Op A m(t,exp(On)exp | [ 20

T4 (exp(t)pe A(t), explt) exp(—t)m(t), exp(t)u) exp [ [ v(t’)dt'} .
(C.24)

U ovom obliku izraz je sada pogodan za primjenu rezultata koji se tice reskaliranja im-

pulsa te slijedi
1 (xp(0p A exp(t) xp(-m ), exp(O)exp |n [ +(¢)r|

= TR A ). wexp | < [)ar]
(C.25)

Naglasimo jo§ jednom, ovaj rezultat povezuje Greenove funkcije uz isti izbor renormal-
izacijske skale p, te nam za reskalirane impulse exp(t)p; izrazava rjeSenje pomocu efek-
tivnih parametara A(t) i m(¢). Renormalizacijska se grupa najcedce koristi kako bi se
razmatralo ponaSanje teorije na jako velikim ili malim energijama (impulsima) prouca-

vanjem efektivnih konstanti vezanja () koritenjem jednadZbe

|
—~

0
dx

— =1, C.26
@) ( )

>

Ako je ova jednadZba valjana u cijelom podrugju —co < t < 0o, A(t, ) moZe zat — oo
it — —oo i¢i u nul-tocku funkcije S(x) ili u beskonacnost. Nul-tocke funkcije 3(x)

nazivaju se fiksne to¢ke. Ako vrijedi

lim (A) = A, (C.27)

t—o00

onda A\, nazivamo ultraljubi¢astom fiksnom tockom. S druge pak strane ako je

lim (\) =\, (C.28)
t——o0
onda A, nazivamo infracrvenom fiksnom tockom. Sli¢no, za ultraljubicastu fiksnu tocku
vrijedi

BN

n <0, (C.29)
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a za infracrvenu
B'(N)

Kada je vrijednost fiksne tocke A\, = 0 nazivamo je gausijanskom ili trivijalnom fiksnom

x>0, (C.30)

to¢kom. Za teorije poput A\¢* ili kvantne elektrodinamike 3()\) je za male vrijednosti
pozitivna te su one teorije koje su stabilne u infracrvenom podruc¢ju. Za kvantnu kromodi-
namiku je za male vrijednosti \ funkcija 5(\) negativna $to je Cini asimptotski slobodnom

teorijom.

U zakrivljenom prostoru-vremenu renormalizacijska grupa je formulirana na ponesto dru-
gaciji nacin razmatran u radovima [125, 126]. Oznaci li se sa @ skup svih polja u teoriji
a sa P skup svih parametara, za slu¢aj multiplikativno renormalizabilne teorije moze se
napisati

So[®o, Py] = S[®, P]. (C.31)

Funkcional izvodnik golih Greenovih funkcija je

exXp ZW()[J()] = /dq)o eXpi(So[CI)o, Po] + CD()J()) s (C32)
a renormaliziranih Greenovih funkcija
expiWy[J]| = /dd) expi(S[®, P+ ®J). (C.33)
Za polja moZemo pisati
Oy =p"r 20 (C.34)
Sli¢no za izvore vrijedi
Jo=p = 22T (C.35)
Slijedi
WolJo] = W[J]. (C.36)

Srednja vrijednost polja je

W W 6T s -

Naposljetku za efektivno djelovanje napisSimo

Fo[q)o,Po] == Wo[Jo] - (i)ojo == W[J] - éJ - F[(I), P} . (C38)

Dakle jednadZbama smo iskazali jednakost funkcionala golog i renormaliziranog djelo-
vanja koji ovise o poljima @ i ® respektivno. U oba slucaja je polje g, tretirano kao
vanjski parametar. Sy i Iy su Cetverodimenzionalni dok su S' i I' n-dimenzionalni inte-

grali. Mozemo eksplicitno napisati

FO[gaﬁa q)Oa POa 4] = F[gocﬁa q)a Pv nnu] . (C39)



§ Renormalizacijska grupa

Time dolazimo do diferencijalne jednadzbe

d
p—T[gap, ®, P,n, 1] = 0. (C.40)
dp
Ako to dalje raspiSemo uzimajuéi u obzir mogucu ovisnost P i ¢ o skali ;4 dobijemo
0 dP 0 dd(z) ¢
— —_— d" —— ¢gas, ©, P,n,ul =0. C4l
Posluzimo se sljede¢im definicijama
dP
Bp(n) = p—,  Bp4)=P5r
dp
dd
ve(n) = s 7e(d) = e (C.42)
1L
MoZemo sada prethodnu relaciju napisati u sljedecem obliku
2—Irﬂ(n)i—i—/alnyc (n)L [ O, Pn,ul=0 (C43)
/’La/IL P ap 7@ (5@(3:) gOl,Ba 1) ) 7:u - . .

S obzirom da se u zakrivljenom prostoru-vremenu ne mozemo sluziti reskaliranjem im-
pulsa kao u ravnom prostoru mozemo pogledati koje su posljedice globalnog reskaliranja

svih dimenzionalnih veli¢ina (ukljucujuéi i koordinate z* te duljinu /). Slijedi
— Dk

— Pk,

— k:“ )

— k7. (C.44)

—_ = U s

Kako je samo efektivno djelovanje bezdimenzionalno ono se pri ovom globalnom reskali-
ranju ne mijenja. KoriStenjem Cinjenice da I" ne ovisi o z* eksplicitno moZemo razmotriti

zamjenu relacije [ — k'l odgovaraju¢om transformacijom metrike
G — K G- (C.45)

Pri tome se koordinate x,, ne transformiraju. Sada uz (C.41) moZemo napisati i sljedeci

izraz
[(gas, @, P,n, p] = L[k*gap, k™% ® k™ Pn, k™. (C.46)
Takoder vrijedi
/d”x\/—g — /d”x\/—gk”,
2 2 —4
R,uz/aﬁ — R,uuaﬁk )
2 2 7.—4
Ris — Rygk™,
R — Rk™2. (C.47)
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Neka je sada k = e~*. Deriviranjem (C.46) po t, te izvrednjavanjem u ¢t = 0 dobit éemo

) ) 0 0
d"z| 2¢ep— —doP(x)—— | —dpP——= — pi— ¢U'|gap, ®, P,n,u] = 0.
{/ Sﬂ(gﬂégaﬂ o (37)5@(@) rPos Mau} [9as n,p] =0
(C.48)
Oduzimanjem ove jednadzbe od (C.41 slijedi
/d”xQ L—i—[ (n) — do®(z)] 0
Gap 59046 Yo P 5@(I)
0
+[By(n) — dpP] ﬁ}l“[gaﬂ, ®,P.n,pu] =0. (C.49)
Primijetimo kako je
n ) _9t a —2t
-2 d Iga,@_r[gaﬁe ,CID,P,n,M] = _F[gaﬂe 7®7 P)”HM] : (CSO)
5ga5 ot

2

Umetanje dodatnog faktora e~** nema utjecaja na ostale ¢lanove u (C.49) te naposljetku

vrijedi
0

0
{& - [5p(n)—dpp}a—P

~[ra(n) - d(ﬂ/d"m@(m)é(;(x))}F[gag,@,P,n,,u}:0. (C.51)

Ovime smo dobili poseban oblik jednadZbe renormalizacijske grupe koji omoguéuje raz-
matranje ponaSanja efektivnog djelovanja na malim udaljenostima. U MS shemi renor-

malizacije rjeSenje ove jednadzbe je
F[gaﬁeima (I)a P7 n, :u] = F[gaﬁa (b(t)a P(t>7 n, /’L] : (C.52)

Ovdje ®(t) i P(t) zadovoljavaju vlastite jednadZzbe renormalizacijske grupe

dd

It (’Yi’ ) ) ( )
t dP
It P P ( )

Promatranje granice ¢ — oo odgovara promatranju teorije na malim udaljenostima, odnosno,

u svjetlu jednadzbi (C.47) proucavanju ponaSanja teorije pri velikim zakrivljenostima.

98



D. Jednadzbe gibanja za f(R) teorije

Polazimo od djelovanja

S = /d4x\/—_gf(R). (D.1)

Variranjem ovog djelovanja slijedi
o5 = [tad6v=asw + v=520 on} 02)

Of(R
68 = / d4x{(5\/—_g) f(R) + \/—_9%5(3,”9’”)} . (D.3)
Koristimo pokratu
_Of(R)

F(R) = R (D.4)

Slijedi nadalje

58 = / d4x{((5\/—_g) F(R) + V=gF (R)(6R,ug™ + Rﬂyagw)} . (DS

Kako je
59" = —g*"g" 6 gug (D.6)

te
1
5\/ —g= 5 \% _ggwj(sguu ) (D.7)

mozZemo dalje pisati
1
68 = / d4:c{§\/—gg“”5gwf (R) +
+ V—9F(R) {g“”(vyéfzu =V, ory,) — R‘“’éguy] } , (D.8)
1
s = | d4:c{§¢_—gg“"6gwf<m ~ V=gF(R)R" g,

+ V—gF(R)

1
gwj |:vu§gpa(vp(sga,u + V,u(sgap - vaégp,u):|
1
- g“l/ [Vp§gpa(vy5ga“ + vu(sgalj - VQ(;g/,u/):| } s (D9)
1
5 = [l Gv=ansa. 0 - V=aF (RIS,

+ V—gF(R)

1 1 1
Evav”agw + §gpa[]5gag — §V“Vp5gpu

1 1 1
— évav“agw — EVC“V”(Sga,, + 59“”D69W

} : (D.10)



DODATAK D. JEDNADZBE GIBANJA ZA f(R) TEORIJE

Sredivanjem ovog izraza mozZemo pisati

05 = / d%{%\/—_gg“”égwf( ) — V=gF(R)R"g,,

+ V-gF(R)

g"'10g,, — V“V”5gw,] } .
Parcijalnom integracijom uz isCezavanje povrsinskih ¢lanova slijedi

55 = [ ol g=aa 1 (g~ VI (R,

59#,,}.

Dodamo li ovome djelovanje za materiju .S, €ija je varijacija

+ V—=g|(¢g"™0O— V*V")F(R)

TH — _ 2 5Smat :
vV —4 5g;w
jednadzba gibanja za f(R) teorije je dana izrazom
1 1
F(R)Rul/ - ig;wRuy - (QW/D - VMVV)F(R) = _§Tuu~

MoZemo provjeriti da se za izbor

R
1
Fr) = 167G’

jednadzbe svode na standardne Einsteinove jednadzbe

R. 1 R 1
g = =T,
167G 29" 16rG ~ 27

to jest
1
R;w - §g,uVR - _87TG7—;AV .
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